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Introduction

Ce recueil de 462 exercices est destiné en premier lieu aux étudiants du
premier cycle universitaire qui suivent pour la premiere fois un cours d’ana-
lyse (calcul différentiel et intégral) concernant les fonctions réelles de plusieurs
variables réelles. Il s’adresse aussi a tous ceux qui s’intéressent ou veulent ap-
profondir I'un ou 'autre des sujets traités.

Le contenu de ce livre correspond au cours d’analyse que ’auteur enseigne,
depuis plusieurs années, aux étudiants du deuxieme semestre de différentes
sections de I’Ecole polytechnique fédérale de Lausanne (EPFL). Le choix des
exercices sert aussi bien a vérifier du degré d’acquisition par ’étudiant de la
théorie que de son habilité a les résoudre. Il est bon de rappeler ici que le
meilleur moyen de devenir familier avec 'analyse est de résoudre un maximum
d’exercices. Et plus on en résout, plus on a de chance de pouvoir les résoudre.
On acquiert ainsi un savoir faire dont l'intuition, élément indispensable en ma-
thématique, ne devrait pas étre absente.

D’un point de vue pratique, ce livre contient quatre chapitres qui sont
divisés chacun en deux parties :

1) La premiere partie est un rappel non exhausif de toutes les principales défi-
nitions et tous les principaux résultats qu’il faut connaitre sur le sujet traité.
Les propositions sont énoncées avec précision mais sans leur démonstration.

2) La deuxiéme partie est un recueil d’exercices concernant le sujet traité. Pour
les résoudre, une bonne connaissance des définitions et propositions données
dans la premiere partie est exigée de la part de I’étudiant. C’est pourquoi
une bonne assimilation de la théorie est nécessaire, mais malheureusement
pas forcément suffisante, pour arriver a résoudre tous les exercices. Pour
certains d’entre eux, la connaissance des chapitres précédents est parfois
nécessaire. Pour chaque exercice, un corrigé est donné a la fin du livre.
Chaque corrigé est fait en fonction de la difficulté de ’exercice. Les exer-
cices difficiles s’adressent plus particulierement aux étudiants des sections
mathématique et physique.

Il est vivement recommandé aux étudiants de se familiariser avec les diffé-
rents logiciels mathématiques proposés sur le marché pour résoudre les exercices
qui s’y prétent, apres, bien sir, avoir essayés de les résoudre par eux-mémes.

Pour ceux qui s’intéressent aux démonstrations, je recommande comme
livre de référence : Jacques Douchet et Bruno Zwahlen, Calcul différentiel et
intégral tome 2, Presses polytechniques et universitaires romandes (PPUR).
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Enfin, n’étant pas propriétaire des exercices contenus dans ce livre, j’en-
courage tous mes collégues a les utiliser a bon escient et sans restriction, ainsi
que d’en faire profiter pleinement leurs étudiants.

Finalement, je souhaite a tous les étudiants beaucoup de plaisir a faire les
exercices proposés et rappelle que ce n’est qu’en persévérant que 'on arrive a
ses fins.

Remerciements

Je tiens a remercier ici toutes les personnes qui m’ont aidé a la réalisation
de ce livre. En particulier, Gérard Maze qui a relu une partie du manuscrit,
Christophe Hebeisen, Sean Bronee et Maya Tuscher pour les dessins, M.-F. De
Carmine pour son aide et ses remarques judicieuses ainsi que les Presses po-
lytechniques et universitaires romandes (PPUR) qui ont accepté de publier ce
livre en faisant preuve d’'un grand professionnalisme.

Jacques Douchet
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CHAPITRE 1

Espace R"

1.1 Introduction

On désigne par R™ l’ensemble des n-tuples ordonnés (zi1,...,z,) de
nombres réels. Par la suite, les éléments de R™ seront notés indifféremment
X ou (T1,...,%p)-

On munit R™ des deux opérations suivantes : pour tout x = (z1,...,Z,),
y = (Y1,...,Yn) et tout scalaire A

X+y= (21 + Y1, T+ yn) et Ax=(Az1,...,\z,).

Avec ces deux opérations, on vérifie que R™ est un espace vectoriel sur
R de dimension n.

Définition 1.1 A chaque élément x = (z1,...,2,) de R™, on associe sa
norme euclidienne

[} =
1.1.1 Propriétés
1) |x|| =0 x=0.
2) 1A = A [fe] -

3) Inégalité triangulaire
e+ || < [J[| + [l -

4) Inégalité triangulaire tnverse
[l = 1y} < [l = v

Définition 1.2 A chaque couple d’éléments x = (x1,...,x,) et y =
(y1,...,yn) de R™ on associe son produit scalaire

n
<Xa y> = Z TrYk -
k=1



2 Suites dans R"™

1.1.2 Propriétés
1) x| = V/{x,x).

) (Ax,y) = Ax,y) .
) (x,y) = {y.x).
)

Bilinéarité

w N

4
(x+y,2)=(x2) +(y 2.
5) Egalité de Pythagore. Si (x,y) =0 :
2 2 2
e+ y (7 = [l + lly [l
6) Inégalité de Cauchy-Schwarz

|G 3] < =l I -

7)Pourn=2ou3d et x,y #0:

(e,y) = ||| [ly]| cos 6

ou f est ’angle compris entre x et y. Par conséquent les deux vecteurs x
et y sont orthogonaux si et seulement si (x,y) = 0.

1.2 Suites dans R"

Définition 1.3 Une suite d’éléments de R™ est une application f : N — R,
qui, & tout entier naturel k, fait correspondre I’élément f(k) de R™.

f(k) est appelé le k-iéme terme de la suite et on le désigne par une lettre
indexée en bas a droite par k, par exemple : X = (21 k,...,%n k), la suite
elle-méme étant alors désignée par (Xk) Le sous-ensemble {Xk keN } de R"
est appelé ’ensemble des éléments de la suite. Si {Xk ke N} est inclus dans
un sous-ensemble £ de R", on dit que (xk) est une suite d’éléments de F.

Définition 1.4 Une suite (xk) est dite bornée s’il existe un nombre réel
M > 0 tel que pour tout entier k£ > 0 : ||xx| < M.

Proposition 1.5 Une suite (X;C = (T1 ky-- - ,xnk)) est bornée si et seulement
si les n suites numériques (1), - .., (Tn, k) sont bornées.

Définition 1.6 Une suite (xk) est dite convergente et admet pour limite

x € R™ ou tout simplement que (xk) converge vers X, si a tout € > 0, on peut
associer k. € N tel que k > k. implique ||x; — x|| < €. On écrit alors,

lim xp =x.
k— 400

Lorsque la limite existe, elle est unique.
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Définition 1.7 Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Proposition 1.8 Une suite (xk = (z1k,... ,J;n,k)) converge vers X =
(x1,...,2y) si et seulement si pour tout entier 1 < p < n, la suite numérique
(a:p,k) converge vers Tp.

Proposition 1.9 Toute suite convergente est bornée.

Proposition 1.10 (Linéarité) Soient (xi) et (yi) deux suites qui conver-
gent respectivement vers X et y et soient «, 3 deux scalaires. Alors, la suite
(ozxk + ﬂyk) converge vers ax +3y.

Définition 1.11 Une suite (xk) est dite de Cauchy si a tout € > 0, on peut
associer k. € N tel que k, ¢ > k. impliquent ||x; — x¢|| < e.

Proposition 1.12 Une suite (x;C = (T1ky-- -, mnk)) est de Cauchy si et seule-
ment si les n suites numériques (1), ..., (xn k) sont de Cauchy.

Proposition 1.13 Une suite (x,) est de Cauchy si et seulement si elle conver-
ge.

Définition 1.14 Si (kp) est une suite strictement croissante d’entiers naturels,
on dit que (xkp) est une sous-suite ou encore une suite extraite de la suite

(x1).-

Proposition 1.15 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) De toute suite
bornée (xk), on peut extraire une sous-suite (xkp) qui converge.

Proposition 1.16 Si une suite (Xk) converge vers X, toutes ses sous-suites
convergent vers X.

1.3 Topologie de R"
1.3.1 Sous-ensemble ouvert
Définition 1.17 Soient a € R™ et » > 0. Par définition,
Bla,r)={xeR":|x—a| <r}
est appelé la boule ouverte de centre a et de rayon r.
Définition 1.18 Un point a est dit intérieur a E s’il existe r > 0 tel que
B(a,r) C E.

L’ensemble des points intérieurs a E est appelé 'entérieur de F et est noté E
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Définition 1.19 E est dit ouvert si E = E.

Proposition 1.20 E est le plus grand ouvert contenu dans FE.
Proposition 1.21 Toute réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.
Proposition 1.22 Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Exemple 1.23 (), R", B(a,r) et {x € R : |[x —al| > r} sont des ouverts.

1.3.2 Sous-ensemble fermé

Définition 1.24 FE est dit fermé si son complémentaire R™ \ F est ouvert.

Proposition 1.25 FE est fermé si et seulement si toute suite d’éléments de E
qui converge, converge vers un élément de F.

Proposition 1.26 Toute réunion finie de fermés est un fermé.
Proposition 1.27 Toute intersection quelconque de fermés est un fermé.

Proposition 1.28 Si F est a la fois ouvert et fermé, on a l’alternative sui-
vante : ou bien E = () ou bien E = R".

1.4 Adhérence d’un sous-ensemble

Définition 1.29 Un point a € R™ est dit adhérent a E si pour tout r > 0 :
B(a,r)NE #0.
L’ensemble des points adhérents & F est appelé ’adhérence de E et est noté E.

Par définition, E est 1’ensemble des éléments de R™ qui n’appartiennent
pas a l'intérieur du complémentaire de F.

Propriétés

1) x € E si et seulement si x est la limite d'une suite d’éléments de E.

E est fermé.

2) E=R"\ (R”o\ E).
3) EcCECE.
4) E =FUJE.

)
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Exemple 1.30 Soient a € R™ et r > 0. Par définition,
B(a,r)={xeR":|x—a| <r}

est appelée la boule fermée de centre a et de rayon r.
Proposition 1.31 E est fermé si et seulement si E = E.

Proposition 1.32 FE est le plus petit fermé contenant E.

1.5 Sous-ensemble compact

Définition 1.33 FE est dit borné s’il existe un nombre réel M > 0 tel que
x € E implique [|x|| < M.

Définition 1.34 F est dit compact s’il est a la fois fermé et borné.
Proposition 1.35 L’adhérence d’un borné est compacte.

Proposition 1.36 FE est compact si et seulement si de toute suite d’éléments
de F, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de E.

Proposition 1.37 (Théoréme de Heine-Borel-Lebesgue) E est compact
si et seulement si de tout recouvrement de E par des ouverts, on peut extraire
un recouvrement fini.

1.6 Bord d’un sous-ensemble

Définition 1.38 Un point a € R” est appelé point frontiére de E si pour
tout » > 0 :

ENnB(a,r)#0 et (R"\E)NB(a,r)#0.

L’ensemble des points frontieres de F est appelé le bord de E et on le désigne
par OF.

Par définition, OF est I'ensemble des éléments de R™ qui n’appartiennent
ni a 'intérieur de E ni a 'intérieur de son complémentaire.
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Propriétés
1) x € OF si et seulement si x est la limite d’une suite d’éléments de E et
d’une suite d’éléments de R™ \ E.

2) OF est fermé.
OE =T (R"\ £) = (R \ (R \ E)) N (R"\ E).
OF = () <= E =TR" ou 0.
OF C OFE.

3

(G2 SN
— ~— ~— ~~—

6) Soit a € R™ et r > 0. Alors,

OB(a,r) = {xeR": |x—al =r}.

1.7 Sous-ensemble connexe par arcs

Définition 1.39 Une application v = (y1,...,7,) : [0,1] — E dont les n
fonctions v1,...,7v, : [0,1] — R sont continues est appelée un chemin de F
d’origine v(0) et d’extrémité ~v(1).

Définition 1.40 FE est dit connexe par arcs si deux quelconques de ses
éléments a et b peuvent étre joints par un chemin de E d’origine a et d’extré-
mité b.

Ensemble connexe par arcs

Proposition 1.41 Pour qu’un ouvert soit connexe par arcs il faut et il suffit
qu’il ne soit pas la réunion de deux ouverts non vides disjoints.

1.8 Sous-ensemble connexe

Définition 1.42 F est dit connexe si pour tout couple d’ouverts A et B,
les relations £ = Ay UB; et AiN By =0 avec Ay =FENAet B =ENB
impliquent A; = () ou By = (.
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Ensemble non connexe Ensemble connexe

Proposition 1.43 Pour qu’un ouvert soit connexe il faut et il suffit qu’il ne
soit pas la réunion de deux ouverts non vides disjoints.

Proposition 1.44 FE est connexe si et seulement si pour tout couple de fermés
C et D, les relations E = C1UD; et C1NDy = 0 avec C1 = ENC et D1 = END
impliquent C7; = () ou Dy = ().

Proposition 1.45 Pour qu’un fermé soit connexe il faut et il suffit qu’il ne
soit pas la réunion de deux fermés non vides disjoints.

Proposition 1.46 L’adhérence d’un connexe est connexe.
Proposition 1.47 Dans R, les uniques connexes sont les intervalles.
Proposition 1.48 Un connexe par arcs est connexe.

Proposition 1.49 Un ouvert est connexe par arcs si et seulement s’il est
connexe.

Exemple 1.50 F = {(:c, sin %) cr > 0} est connexe par arcs tandis que E =

EuU {(0, y): —1<y< 1} est connexe mais pas connexe par arcs.

1.9 Exercices

1.1 Soient x,y € R™ \ {0}. 1.3 Soit (xx) une suite qui converge vers
x. Montrer que la suite (||xx||) converge

1) Montrer que |(x,y)| = [Ix| [ly| si et vers ||x]|.

seulement s’il existe un scalaire A # 0
tel que y = Ax. 1.4 SoitE:{(m,y)ER2:0<y<1}.

2) En déduire que |[x + y| = x| + ||y|| 1) Trouver E, E et OF.

implique y = Ax avec A > 0. 2) En déduire que E est ouvert.

1.2 Soient x,y,z € R™. Montrer que 1.5 Soit
|x — z|| E={(z,y) eR*:2a’ <y <a}.
1+ x — 2

1) T E. E et OF.
Ix -y ly — 2| ) Trouver E, E'e

T l4x—yll 1+|y-2| 2) En déduire que E est ouvert.
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1.6 Soit E = {(z,sinz):0 <z < 2w}
1) Trouver E, E et OE.

2) En déduire que E est fermé.
1.7 Soit

o {(2 8w}

1) Trouver E, E et OE.

2) En déduire que E n’est ni ouvert ni
fermé.

1.8 Soit

Ez{(n—kl,m—i—l):
p q

n,mEZetp,qEN\{O,l}}.

1) E est-il ouvert ?

2) E est-il fermé?

3) Trouver E, E et OF.
1.9 Soient a € R™ et r > 0.

1) Montrer que B(a,r) et {x € R" :
|x —a|| > r} sont des ouverts.

2) En déduire que

OB(a,r) = {x€R":|x—al =r}.
3) Vérifier que

B(a,r) = {xeR":|x—a| <r}.

1.10 1) Montrer que E est fermé si et
seulement si £ = F.
2) Montrer que E est le plus petit fermé
contenant E.

1.11 Montrer que EUF = EUF.

1.12 Soit E N F # (. Montrer que
ENF C ENF. Peut-on inverser l'in-
clusion ?

1.13 Soit F C E. Montrer que F C E.

1.14 Soient ENA # 0 et A ouvert. Mon-
trer que E N A # (.

1.15 Montrer que l'adhérence de tout
sous-ensemble borné est bornée.

1.16 1) Montrer que E = E U E.
En déduire que OF = ) implique
E =R" ou (.

1.17 Montrer que toute réunion quel-
conque d’ouverts est un ouvert.

1.18 Montrer que toute intersection finie
d’ouverts est un ouvert.

1.19 En donnant un contre-exemple,
montrer qu’une intersection non finie
d’ouverts n’est pas forcément un ou-
vert.

1.20 Montrer que toute réunion finie de
fermés est un fermé.

1.21 En donnant un contre-exemple,
montrer qu’une réunion non finie de fer-
més n’est pas forcément un fermé.

1.22 Montrer que toute intersection
quelconque de fermés est un fermé.

1.23 Montrer que OF C OE. L’inclusion
inverse est-elle vraie 7

1.24 Montrer que OF = 0(R"™ \ E).

1.25 Montrer que x € OF si et seule-
ment s’il existe une suite d’éléments de
E et une suite d’éléments de R™ \ E qui
convergent vers Xx.

1.26 Soit E N F = (). Montrer que
I(EUF)=0EUOJF.

Que devient cette égalité si
ENF#07?

1.27 Montrer que E est fermé si et seule-
ment si pour tout suite (xk) de E qui
converge, elle converge vers un élément
de E.

1.28 Soient a < b deux nombres réels et
f i [a,b] — R une fonction continue.
Montrer que
E={(z,f(z)) :a <z < b} est fermé.

1.29 a € R" est appelé un point d’ac-
cumulation de E C R"™ si pour tout
r > 0, Pintersection ENB(a,r) contient
au moins un élément autre que a lui-
méme.

1) Montrer que tous les points d’accu-
mulation de E appartiennent a E.
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2) Montrer que si F admet un point
d’accumulation, il possede une infi-
nité d’éléments.

3) Supposons que E soit borné. Montrer
que si F' n’admet pas de point d’accu-
mulation, il ne possede qu’un nombre
fini d’éléments. Que devient ce résul-
tat si £ n’est pas considéré borné ?

4) Montrer que E est fermé si et seule-
ment s’il contient tous ses points
d’accumulation.

1.30 Soient ai,...,a, p éléments dis-
tincts de R™. Montrer que
E ={ai,...,ap} est compact.

Montrer que

1.31 E={([z],0) : —0,5 <& < 6,4} est
compact.

1.32 E = {(1,[sinz]) : € R} est com-
pact.

1.33 Montrer que 'adhérence d’un bor-
né est compact.

1.34 (Propriété de ’intersection fi-
nie) Soit E compact et soit (Ek)kefl
une famille de fermés inclus dans E telle
que pour tout sous-ensemble fini 2y de

Q: (| Ex #0. Montrer que
keQq

mEk#@.

ke

1.35 Soit (Ek)keN une famille de com-

pacts non vides telle que pour tout
k € N: Eiy1 C Ek. De plus, on suppose

que lim o, =0 ou
k——+oo

ak:sup{Hx—yH :x,yEEk}.

Montrer que (] Ej est un singleton.
keN

1.36 Soit E fermé tel que

EC UB(ak,%>.

k=1

Montrer que E est compact.

1.37 Soient E C R"™ un compact et
F C R™ un fermé non vides. Montrer
qu’il existe a € F et b € F tels que

la—b]|
=inf{||x—y|[:x€EE et yeF}.

1.38 Soient ¢ € R™ et r > 0. Montrer
que B(c,r) est connexe par arcs.

1.39 Soit (Ek)keﬂ une famille de
connexes par arcs de R"™ telle que

( Ex # (0. Montrer que |J Ej est
keQ kEQ

connexe par arcs.

1.40 Soient F fermé et v : [0,1] — E
un chemin de F. Montrer que Im~ est
connexe par arcs et compact.

1.41 Soient E et F deux fermés non
vides dont I'union F U F' et l'intersec-
tion E'N F' sont connexes par arcs. En
déduire que F et F' sont connexes par
arcs.

1.42 Montrer que l’adhérence d’un
connexe est connexe. La réciproque est-
elle vraie ?

1.43 Montrer qu’un connexe par arcs est
connexe.

1.44 Montrer que dans R, les uniques
connexes sont les intervalles.

1.45 Montrer qu’un connexe ne peut pas
étre la réunion de deux fermés non vides
disjoints.

1.46 Soient E C F C E. Montrer que si
E est connexe, F' I’est aussi.

1.47 Soit (Ek)keﬂ une famille de

connexes de R" telle que (| Ex # 0.
keQ

Montrer que () Ej est connexe.
kEQ
1.48 Soit F = {(x,sin %) x> 0}.
1) Montrer que E est connexe par arcs.

2) Montrer que
E=EU{(0,y): -1 <y<1}.

3) Montrer que E est connexe, mais pas
connexe par arcs.






CHAPITRE 2

Fonctions de plusieurs variables

2.1 Introduction

Soit £ C R™ non vide. La correspondance, qui, a tout élément x =
(x1,..., x,) de E associe le nombre réel y est appelée une fonction ou en-
core une application de E dans R et on la note par f : F — R. Pour montrer
que f(x) est I’élément de R associé a x, on utilise la notation x — f(x).

Par définition, E est appelé le domaine de définition de la fonction f
etImf={yeR:3Ix€E tel que f(x) =y} 'image de E par f .

Soit £ C R2. Dans l'espace euclidien R® muni d’un repére orthonormé
{O;e1,e9,e3}, la fonction f: E — R est représentée par sa surface

Y={(z,y,2= f(z,y)) : (z,y) € E}.

On désigne par F(E,R) 'ensemble des fonctions f: E — R.

Az =sinzy

W
*é\‘s\\;\\\\
\

\
\\\\!’




12 Limite d’une fonction

Définition 2.1 Une fonction f : E — R est dite bornée, s’il existe un nombre
réel M > 0 tel que x € F implique |f(x)| <M.

Définition 2.2 On dit que la fonction f : F — R admet un minimum local
en a € F, s'il existe § > 0 tel que x € EN B(a,d) implique f(a) < f(x).

Définition 2.3 On dit que la fonction f : E — R admet un maximum local
en a € F, s'il existe § > 0 tel que x € EN B(a,d) implique f(a) > f(x).

Définition 2.4 On dit que la fonction f : E — R atteint son minimum en
acE, sif(a) = infEf(x). On écrit alors, f(a) = mig f(x).
xE xE

Définition 2.5 On dit que la fonction f : E — R atteint son mazxzimum en
ac FE,si f(a) = sup f(x). On écrit alors, f(a) = max f(x).

2.2 Limite d’une fonction

Définition 2.6 Une fonction f : £ — R est dite définie au voisinage du
point a si a est un point intérieur & E' U {a}.

Définition 2.7 On dit qu’une fonction f : F — R définie au voisinage du
point a admet pour limite ¢ € R lorsque x tend vers a si a tout € > 0, on peut
associer d, - > 0 tel que x € E et 0 < ||x — a|| < da, impliquent |f(x) —€| <e.
On écrit alors, )1(1_)11; f(x)="¢.

Proposition 2.8 Lorsque la limite d’une fonction existe, elle est unique.

Proposition 2.9 Une fonction f : E — R définie au voisinage du point a
admet pour limite ¢ € R lorsque x tend vers a si et seulement si pour toute
suite (xj) d’éléments de E\{a} qui converge vers a, la suite des images (f(x))
converge vers £.

Propriétés
On suppose que illg\ f(x) =14y et ilir;g(x) = {5. Alors,
1) Linéarité. Vo, S € R :
)l(iin;i(af + 089)(x) = aly + Bls .

2) lim (fg)(x) = €205
3)Sily #0etVxe E\{a}:g(x)#0,
i 100 _ 0

X—a

(x) Lo
4) lim | £(x)| = |6a].
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Proposition 2.10 Soient a € R, b =(by,...,b,) € R" et f : R® — R une

fonction telle que hHllo f(x) =1 et soient g1,...,g, : R — R n fonctions telles
X—
que 7}im g1(t) = by,... ,}im gn(t) = by. De plus, on suppose qu’il existe a > 0
—a —a

tel que 0 < |t — a| < a implique (g1(t), ..., gn(t)) # b. Alors,

}i_{%f(gl(t)a s >gn(t)) ={.

Proposition 2.11 (Permutation des limites) Soit f : R? — R une fonc-
tion telle que

1 lim x,y) =4;
)(%y)*(a,b)f( 2

2)Vx eR: lir% f(x,y) existe;
y;}

3)Vy € R : lim f(z,y) existe.

Alors, lim <lim (x,y)) = lim (lim f(m,y)) =/.

r—a \ y—b y—b \r—a

Proposition 2.12 (Théoréme des deux gendarmes) Soient f, g, h :
FE — R trois fonctions satisfaisant les deux propriétés suivantes :

1) lim g(x) = lim h(x) =/¢;

2)V¥Vx e E\{a} : g(x) < f(x) < h(x).
Alors, lim f(x) = /.

X—a

Proposition 2.13 Soient f, g : E — R deux fonctions satisfaisant les deux
propriétés suivantes :

1) lim g(x) =0;

X—a

2)Vx e E\{a}: |f(x) —8‘ < g(x).

Alors, lim f(x) = £.

2.3 Fonctions continues

Soit a € E. Une fonction f: E — R est dite continue en a si

lim /(x) = f(a).

X—a

Proposition 2.14 Soit a € E. Une fonction f + E — R est continue en a si
et seulement si pour toute suite (xk) d’éléments de E qui converge vers a, la
suite des images ( f (xk)) converge vers f(a).
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2.3.1 Propriétés
Soient f, g : E — R deux fonctions continues en a. Alors,
1) Linéarité. Vo, 5 € R : la fonction (af + Bg) est continue en a.

2) Les fonctions fg, f/g et |f| sont continues en a.

Proposition 2.15 D’une part, soient g1, ...,9m : E — R m fonctions conti-
nues en a = (aq,...,a,). D’autre part, soit f : F' — R une fonction continue
enb = (gl(a), - ,gm(a)). De plus, on suppose que

{(010)s .- gm(¥) :x € B} C F.

Alors, la fonction composée h : E — R définie par h(x) = f(gl(x)7 s gm(X))
est continue en a.

2.3.2 Continuité sur un sous-ensemble

Définition 2.16 Une fonction f : F — R est dite continue si a tout élément
(a,e) € E x R%, on peut associer d,. > 0 tel que x € F et |[|[x —al < dar
impliquent |f(x) — f(a)| <e.

L’ensemble des fonctions continues f : E — R est noté C(E,R).

1) Pour qu’une fonction continue f : F — R soit continue en a il faut et il
suffit que a soit un point intérieur a F.

2) Pour qu’'une fonction continue f : E — R soit continue en chacun de ses
points il faut et il suffit que E soit ouvert.

Proposition 2.17 Soient E un connexe et f : E — R une fonction continue.
Alors, Im f est un intervalle.

Proposition 2.18 (Théoréme de Borsuk-Ulam) Soit f : 9B((0,0),7) — R
une fonction continue. Alors, il existe sur 6B((O, 0), r) deux points diamétra-

lement opposés a et b pour lesquels on a f(a) = f(b).

Proposition 2.19 Soient a < b, I un intervalle et f : [a,b] x [ — R une
fonction continue. Alors, la fonction g : I — R définie par

b
mwz/f@wm

est continue.

Proposition 2.20 Soient a € R, I un intervalle et f : [a,+oo[ x I — R une
fonction continue telle que pour tout y € I, 'intégrale généralisée

/;oo f(z,y)dz
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converge. De plus, on suppose qu’a tout € > 0, on peut associer un nombre
ae > a (indépendant de y) tel que pour tout y € I :

/:OO f(z,y) dx

£

<e.

Alors, la fonction g : I — R définie par

9(y) = /+OO f(z,y)dx

est continue.

2.3.3 Continuité uniforme

Définition 2.21 Une fonction f: E — R est dite uniformément continue
si & tout € > 0, on peut associer 0. > 0 tel que x,y € F et ||[x —y| < .

impliquent ‘f(x) — f(y)‘ <e.

Proposition 2.22 Une fonction f : E — R uniformément continue est conti-
nue.

2.3.4 Continuité sur un compact

Proposition 2.23 Soient E un compact et f : E — R une fonction continue.
Alors,

1) La fonction f est uniformément continue.

2) La fonction f : E — R atteint son maximum et son minimum. Autrement
dit, il existe deux éléments a et b de E pour lesquels on a

fla) =min f(x) et f(b)=maxf(x).

3) Im f est compact.
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Proposition 2.24 (Théoréme de la valeur intermédiaire) Soient E un
compact connexe et f : E — R une fonction continue. Alors,

Im f = |\min f(x), max f(x)| .

2.3.5 Prolongement par continuité

Proposition 2.25 Soit f : E — R une fonction uniformément continue.
Alors, il existe une unique fonction continue g : E' — R qui coincide avec f
sur E. De plus, g est uniformément continue sur E.

Proposition 2.26 (Théoréme de Tietze-Urysohn) Soient E un fermé et
f + E — R une fonction continue pour laquelle il existe deux nombres réels
a < f3 tels que pour tout x € E : a < f(x) < (. Alors, il existe une fonction
continue g : R™ — R qui coincide avec f sur E et telle que pour tout x € R" :

a<g(x) <8

Proposition 2.27 Soient A et B deux fermés non vides disjoints et o < 3
deux nombres réels. Alors, il existe une fonction continue g : R™ — R vérifiant
les trois propriétés suivantes :

1)VxeA:g(x)=a.
2)Vx € B:g(x)=0.
3)VxeR":a<gx)<p.

2.4 Exercices

Calculer 2.8 lim SQin JUyQ .
22— y2 (z,9)—(0,0) =+ Yy
2.1 li .
(w7y)1£n>(070) x? + y? 2.9 lim 1—cos/x?+y?
2 2 T (@) —(0,0) x2 4 y? )

(z,y)—(0,0) "z + Yy 2.10 1 r°siny

im .
(2,y)—(0,0) 2 4 y?

3 2
. 0 —y
2.3 lim )
(z,y)—(0,0) T2+ y2 2.11
. 2 . . 2
: sinz + sin 22y 4+ sin
2.4 lim z° +y° _ (I’yl)lin}(()’o) \/WZ; Yy
(z,y)—(0,0) 2 + 1>
i Y . sin x sin y
2.5 lim —_— 2.12 lim ientadit SN
(z,9)—(0,0) 2 4 2 (z,9)—(0,0) tg \/w
2 2 5 .
. T4y . & 4y
26 : 213 lim —— Y
(z,y)—(0,0) 2 + y4 (2,)— (0,0) Sin2(l‘2 + y2)
. o
2T — 2.14 i Sin z” siny

(z,9)—(0,0) \/1:2 + 2 (m,y)lgl(o,o) x2 +sh?y
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) xysin Ty . (z* — y*) + sin 2(z? 4 y?)
2.15 lim _—
(2.v)—(0,0) shz? 4 sh® y 232 o0 (2 +95)
2
216  lim Y xIn (1+ (2 —y) +2%y).
(x,y)—»(0,0) ,CC2 —'I- y2
2.17 lim sinz thy Calculer lim  f(z,y) pour les fonc-
(2,9)—(0,0) /22 + y? (,y)—(0,0)
4 4 tions f : R? — R définies par
r -y
2.18 li — =
(2.9)—(0.0) sin(a? + y2) 1 —cos /|zy|
. Yy
2.19 3,3 (@ —y*) 233 f(z,y) = siy 0
(z,5)—(0,0) tg(x? + y?)
. sin(z? + y°) + 2 siny 0 siy=0.
2.20 lim 5 > .
(z,y)—(0,0) sh(x2 + y?) sin zy Siy£0
9.91 lim zttgry 234 f(z,y) =< Arctgy '
@00 224y 0 siy=0.
thz
z? tgy Y . 0
2.22 lim  ——2= siy #
(o) (0.0) T2 + g2 2.35 f(z,y) { y
2.23 0 siy=0.
lim Arctg 2(x? + y*) + 2% siny 1 6*;2132
x,9)—(0,0 sin(x2 + y?2 ' '
(2.5)(0,0) (x2 +y?) 236 f(x,y) = S 2y 20
2
. Ty 2
2.24 lim thy”. i =
(@,5)(0,0) T2 + Y2 Y 0 sixy=0.
095 i In &1+ 22 142 2.37 Soit f:R* — R la fonction définie
. im .
(z,9)—(0,0) sh(z? + y?) par
2.26 YT siz£0
— fle) =1 @
ln\/1+\/x2+(y—1) 0 six=0.
im ;
@)= G fo2 (y—1) Calculer (w,yl)iin(o’l) f(z,y).
e_ \/a:;Tyz 2.38 Soit f : R* — R la fonction définie
2.27 hm ﬁ . par
(@y)—(0,0) 22 +y
Y T 20
T 2212 - —5e€ z S1x
2.28 lim & — Y (zy)=q <
(z,¥)—(0,0) sin \/x2+y 0 six =
2.29 li 1 . :
(x,y)lfr}(o,()) zyln(e® +y°) Calculer (z,yl)lgl(o,o)f(m’y)'
| 1 +.’E4 + y4
S Caleuler N0 f (@ ¥) pour les fonc-
(@,9)—(0,0)  sin(z? +y?) tions f : R? — R définies par
2.31 i
20T xy #0
im In(1+4 2% +9y?) +y*In(z? +4%) 239 f(z,y) = Y
(z,y)—(0,0) x2 4 y? ’ 1 sizy=0.
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( sinzy
shxshy
240 f(x,y) = si xy # 0
! sizy=0.
sin(z? — y*)
sh zy
0 sizy=20.

2.42 Soit f: R*\ {(0,0)} — R la fonc-
tion définie par

4

_ %
f(x7y) - $2+y4 .

1) Montrer que pour tout o € R :
tlirr(l) f(t,at) =0.

2) Peut-on en déduire que

lim x,y) existe?
(w,y)*(oﬁo)f( 2

Etudier la continuité des fonctions f :
R? — R définies par

1
y+ § Arctg(wa)

243 f(z,y) = siy#£0
0 siy=0.
1 o
244 flay) = y—zth(xy ) siy#0
0 siy=0.
2.45
/% 2zy
fa.y) z x2sin?t + y2 cos? t
T,Y) = :
st (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).
x
zyln|—| six 0
2.46 f(x,y) = Y y' s
0 sizy=0.
Arctgﬂ .
9.47 _ ) ze z six#0
f@.y) {0 siz=0.
248 Soit E = {(z,y) € R* : 2 > y}

U{(0,0)}. Montrer qu’il n’existe aucun

nombre réel o pour lequel la fonction
f : E — R définie par

1

T2, 72
e *°+y X
flz,y) = VT —y SiT >y
« siz=y=0

est continue en (0, 0).

2.49 Soient a1, a2, Bi1, P2 et v cing
constantes positives et f : R? — R la
fonction définie par

™ |y[*2

Sy = )
(

0 si

Montrer que

f continue en (0,0) <= a2z v.

B B2

2.50 Comment faut-il choisir la fonction
g : R — R de sorte que la fonction
f :R? — R définie par

y[ﬂ siy#0
Yy

9(x)

fz,y) =
siy=20
soit continue aux points (a,0) ?

2.51 Comment faut-il choisir la fonction
g : R — R de sorte que la fonction
f : R? — R définie par

1 eV —1
“lm(1+2—=
yn<_+ﬁ+1>
siy#0
siy=20

flz,y) =
9(z)
soit continue aux points (a,0) ?

2.52 Comment faut-il choisir la fonction
g : R — R de sorte que la fonction
f : R? — R définie par

T __ Y
re —9e sixz#£y
f(z,y) = Ty
g9(z) siz =y

soit continue aux points (a,a)?
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2.53 Comment faut-il choisir la fonction
g :]0,1] — R de sorte que la fonction
f:]0,1[ x |—m, [ — R définie par

y cotg (yv/x)

six €]0,1]

et y € |—-m,0[U]0, ]
g(z)size]0,1] ety=0

flz,y) =

soit continue aux points (a,0) avec
0<a<1?

2.54 Soit f: R? — R la fonction définie
par

x2y2
. ) 22+ (JJ - y)2
f( 7y)_ si (x,y)?é([),o)
0 si (x,y) = (07 0)'

1) Montrer que

lim (111% f(ac,y))

z—0 \ y—
= lim (Jim (1)) = 0.

2) Peut-on en déduire que
lim z,y) =07
(z,y)—(0,0) fy)

2.55 Soit f : R? — R la fonction définie
par

Ty
x2 + y2
si (x,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).

flz,y) =

1) Montrer que

lim (;lg}) (rc,y)>
= lim (timy S(2.)) = 0.

2) Peut-on en déduire que

flz,y) =07

lim
(z,y)—(0,0)

2.56 Soit f: R? — R la fonction définie
par

1 1

(z +y)? cos — cosg

flz,y) = sixzy # 0
0 sizy=20.

Montrer que

lim <lim

x—0\ y—O0

(:c,y)) et lim(lim f(m,y))
y—0\z—0
n’existent pas, mais que

lim  f(z,y) =0.

(w,y)—(0,0)

2.57 Soit f: R? — R la fonction définie
par f(z,y) = zv(y)+yv(z) ottv(t) =1
si t est rationnel et O si t est irrationnel.
Montrer que

lim z,y) =20
(z,9)—(0,0) f(z,9)

et que

lim <lim f(z, y)) et &%(iﬂl}) [z, y))

x—0\ y—O0

n’existent pas.

2.58 Montrer que

1

2
lim 2zye” © Ydx

y——4o0 0

1 2
7&/ < lim 2zye ” y) dx .
0 y——+o00

2.59 Calculer

1 2y —o%2).
)Osrg?yél(wy y )

2 2
2 max (z°y+vy“z
) OSI,y,ZSI( y y
2 2

+2%x — zZ—=v x—zZy).

2.60 Soit g R — R

continue. Montrer que la fonction

f:R™ — R définie par f(x1,...,2n) =
xn g(x1) est continue.

une fonction

2.61 Soient f,g: E — R deux fonctions
continues. Montrer que si elles coin-
cident sur F, elles coincident sur FE.

2.62 Soient f,g: E — R deux fonctions
continues telles que pour tout x € F :
f(x) < g(x). Montrer que cette inéga-~
lité reste valable sur E.
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2.63 Soient (Ak)keﬂ une famille d’ou- 2.72 Soient E un connexe et f: E — R
verts non vides et f: |J Arx — R une une fonction continue. Montrer que s’il

. ke existe deux éléments a et b de E pour
fonction dont la restriction a chaque Ag lesquels f(a)f(b) < 0, la fonction f

est continue. Montrer que f est conti- , . .
s’annule au moins une fois dans FE.

nue.
) . 2.73 Soit f : R" — R une fonction ho-
2.64 Soient (Bk) une famille de fer-

kEQ mogene de degré 0. Montrer que si f est

més non vides et f : Br — R une .
f kLEJQ k continue en 0, elle est constante.

fonction dont la restriction a chaque By 2.74 Soient E un connexe et f: E — R

est continue. Peut-on en déduire que la une fonction localement constante.

fonction f est continue? Autrement dit : Va € E, 3 da > 0 tel

2.65 Soient f : R™ — R une fonction que
continue et I un intervalle ouvert. Mon-
trer que E = {x € R" : f(x) € I} est x € ENB(a,0a) = f(x) = f(a).

ouvert. Montrer que la fonction f est constante.

2.66 Soient f : R™ — R une fonction 975 quit £ # ). La fonction d(-,E) :
continue et I un intervalle fermé. Mon- R™ — R définie par

trer que E = {x € R" : f(x) € I} est
fermé. d(x,E) =inf{||x—y| :y € E}

2.67 Soient f,g : R™ — R deux fonc-
tions continues. Montrer que {x e R™:
f(x) = g(x)} est fermé.

est appelée la distance du point x au
sous-ensemble E. Montrer que

1) d(x,E) =0«=x € E.

2) La fonction d(-,E) : R" — Ry est
uniformément continue.

2.68 Soit f: R™ — R une fonction telle
que pour tout a € R :

{X eR™: f(x) < a} 2.76 Soient A et B deux fermés non
vides disjoints. Trouver une fonction

et continue f : R™ — R qui vérifie les pro-
{X eR": f(x) > Oé} priétés suivantes :

sont des ouverts. Montrer que f est 1 sixeA

continue. fx) = { 1 sixeB

2.69 Soient E un compactet f: E — R .
une fonction continue. Montrer que et —1 < f(x) <1lsixeR"\(AUB).
Im f est compact. 2.77 Un agriculteur possédant deux
champs A et B désire les partager entre
ses deux enfants. Son idée est de tracer
une ligne droite sur le plan cadastral
qu’il possede de sorte que chacun de

2.70 Soient E un connexe et f: F — R
une fonction continue. Montrer que
Im f est un intervalle.

2.71 Soient E un connexe et f: F — R ses deux champs soient divisés en deux
une fonction continue ne s’annulant parties strictement égales. En utilisant
pas. Montrer que f garde un signe le théoreme de Borsuk-Ulam, montrer

constant sur F. qu’une telle droite existe.



CHAPITRE 3

Dérivées partielles

3.1 Introduction

Soient f : E — R une fonction et a = (aq,...,a,) € E. Sila fonction d’'une
variable fy : {x ER: (a1, . ,Qk—1,%,A41,--.,0pn) € E} — R définie par
fk(x) = f(al, ey A1, L, Q415+ - an)

possede une dérivée en ay, on dit que la fonction f admet une dérivée partielle
par rapport a xj en a et on écrit

af . of

a_xk a _a—xk(al,...,an):fk(ak)'

Par définition,

of
a—xk(al,...,an)

~ lim flar, .. ap—1,@, 0541, ... an) — flar, ..., ap—1,a%, Qpt1, ..., an)

T—ag r — ag
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Définition 3.1 Soit f : £ — R une fonction dont la dérivée partielle par
rapport a zj existe en tout point de E. Alors, la fonction

of

est appelée la dérivée partielle de f par rapport a xj.

Définition 3.2 Soit f : E — R une fonction dont les n dérivées partielles

of of

:EF—R
8.%’1’ ,81’71 -

existent. Alors, la fonction Vf : E — R™ définie par

0
Vi(xy,...,z,) = <8—£(:v1,...,33n),..,76_

est appelé le gradient de la fonction f.

Proposition 3.3 Soit f: E — R une fonction dont les n dérivées partielles

of of
— ..., —:F—>R
8.73'1, ’aLEn

existent et sont continues en a. Alors, la fonction f est aussi continue en a.

Définition 3.4 Soit £ C R” un ouvert. Une fonction f : E — R est dite de
classe C! si les n fonctions

o o
ox, 7 Oz,

F—-R
existent et sont continues.

D’apres la proposition précédente, toute fonction de classe C! est continue.
Proposition 3.5 Soient a < b deux nombres réels, I un intervalle ouvert et

f :[a,b] x I — R une fonction continue dont la dérivée partielle par rapport a
y est continue. Alors, la fonction g : I — R définie par

b
mwszwwm

est de classe C! et, de plus, pour tout y € I :

b
9'(y) = % (z,y)dx.
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Proposition 3.6 Soient a € R, I un intervalle ouvert et f : [a,+oo[ x [ — R
une fonction continue vérifiant les trois propriétés suivantes :

1) la fonction g_ch : [a, +00] x I — R est continue;

2) pour tout y € I, les deux intégrales généralisées

+o00 +oo
/ fay)de ot / g—§<x,y>dx

convergent ;

3) a tout € > 0, on peut associer un nombre o, > a (indépendant de y) tel
que les relations 3 > a. et y € I impliquent

“+oo
]/ﬁ X (oo

Alors, la fonction g : I — R définie par

<e.

+oo
o(y) = / f(,y) de

est de classe C! et, de plus, pour tout y € I :

o0 o
g’(y)Z/ a—g(x,y)div-

Proposition 3.7 D’une part, soient g1, ...,9m : EE — R m fonctions de classe
C'. D’autre part, soit f : F — R une fonction de classe C'. De plus, on suppose
que

{(1(x),...,gm(x)) :x EE} C F.
Alors, la fonction composée h : E — R définie par

hx)=f(y1 = g1(X),- ., Um = gm(x))

est de classe C! et, de plus, pour tout a = (ay,...,a,) € E et tout entier
I1<p<n:

@)= 2 (gt om@) 52 @),

En particulier, si ¥ est un intervalle ouvert, on a pour toutt € F :
m
of
Rt =Y = (g1(t),- -, gm(t)) gi(t).

Proposition 3.8 Soient I et Iy deux intervalles ouverts, f : Iy x I — R une
fonction de classe C! et g,h : I — I, deux fonctions de classe C'. Alors, la
fonction v : I — R définie par

g9(t)
v(t) = /h(t) f(x,t)dz
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est de classe C! et, de plus, pour tout t € I :

3.1.1 Plan tangent

Soient £ C R? un ouvert et f : £ — R une fonction de classe C'. Dans
I'espace R? muni d’un repére orthonormé {O; e1,€2, 63}, cette fonction est re-
présentée par la surface ¥ = {(m, y,z = f(x, y)) D (z,y) € E}

Fixons (a,b) € E et soient I un intervalle ouvert, to € I et p,¢p : I — R
deux fonctions de classe C* telles que ¢(to) = a, ¥(to) = b et {(p(t),¥(t)) :
t € I} C E. Alors, lapplication p : I — R3 définie par

p(t) = (p(t), ¥(t),a(t) = f((t), ¥(t)))

est une courbe sur la surface Y qui passe par le point P = ( b, c )) et
dont le vecteur tangent en ce point est p’(ty) = ( ( ) P (t ) ( )) A1n81
en constatant que pour tout t € I : —a(t) + f ( ) = 0, on obtient, en
dérivant cette égalité par rapport a t, que
of of
—a'(t — (a,b)¢'(t = (a,b)y'(to) = 0;
o (to) + - (a, )w(o)+ay(a, )i’ (to) = 0;

ce qui revient a dire que les deux vecteurs

n= (gi( ,b), % (a,b), —1) et p'(to)

sont orthogonaux ou encore que le vecteur tangent a la courbe p(t) au point P
se trouve dans le plan orthogonal au vecteur n qui passe par P. Par définition,
ce plan est appelé le plan tangent a la surface ¥ au point P. Son équation
est donnée par

of
o

(a, l))(.:v—a)—k(‘;—jyf

(CL, b)(y - b) - (Z - f(a7 b)) =
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3.1.2 Dérivée suivant une direction donnée

Soient le point a = (aq,...,a,) € R", la direction v = (v1,...,v,) avec
|[v] =1et f:R" — R une fonction de classe C!. Soit f, : R — R la nouvelle
fonction définie par

fv(@) = fla+tv) = flar +tvr, ... an +tvp).
Puisque la fonction f est de classe C!, on a pour tout t € R :

fot)y=> vx a% (a+tv).

k=1

Par définition,
of - f
v (@) = 20 = Do g a) = (V@)

est appelée la dérivée de la fonction f dans la direction v au point a.

D’un point de vue purement géométrique, %(a) représente la pente de la
tangente a la courbe Cy de la fonction f, au point A = (0, f(a))

AZ

as= fy(t)

/Cv

Cas particuler : Sin=2ou3
) = ka 8_xk (a) = <Vf(a),v> = HVf Hcos@
k=1

ou 0 est 'angle compris entre les vecteurs V f(a) et v. De plus, }%(a)‘ est
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1) maximale si v = im

Vi@l
2) minimale si (Vf(a),v) =0.

Remarque : Si Vf(a) = 0, pour toute direction v : 2L(a) = 0. Dans ce cas,

le plan tangent a la surface ¥ = {(x,y,z = f(x,y)) : (z,y) € E} au point
P = (a, b, f(a, b)) est horizontal.

3.1.3 Fonction homogene

Définition 3.9 Une fonction f : EF — R est dite homogeéne de degré a € R,
si pour tout x € E et tout scalaire t > 0 :

txe E et f(tx) =t"f(x).
Remarque : Une fonction homogene n’est pas obligatoirement continue.

Proposition 3.10 Soit f : E — R une fonction homogene de degré a. Alors,

si la fonction g—xfk : E — R existe, elle est homogene de degré oo — 1.

Proposition 3.11 (Théoréme d’Euler) Soit E C R™ un ouvert tel que pour
tout x = (z1,...,z,) € E et tout scalairet > 0 : tx € E. Alors, une fonction
f:E — R de classe C! est homogéne de degré o si et seulement si pour tout
xelE:

af(xy,...,xn) = ];:Ek 8—% (T1,y. -y Xp) -
Cette égalité est appelée la relation d’Fuler.

3.1.4 Jacobien

Soient £ C R™ un ouvert,a € E et f1,..., f, : E — R n fonctions de classe
C'. Alors, le déterminant
Vfi(a)
D(fla"wfn) (a) — det
D(xy,...,z,) :
Vfn(a)
est appelé le jacobien des n fonctions fi,..., f, au point a.

3.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit f : F — R une fonction admettant une dérivée partielle par rapport

a xg. Si la fonction % : £ — R admet a son tour une dérivée partielle par
rapport & x,, on aura la nouvelle fonction
0? 0 0
/ = / / E—R.
O0xy0x,  Oxzp \ Oxi
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Dans le cas particulier ou p = k, on écrit :

o*f  O*f
Orydx,  Oxi’

Les fonctions
0% f

— F—R
O0x0xy -

sont appelées les dérivées partielles secondes ou encore d’ordre 2 de la
fonction f.

De proche en proche, on peut définir ainsi, lorsqu’elles existent, les déri-

vées partielles d’ordre ¢ de la fonction f. Par exemple, la dérivée partielle
d’ordre ¢ de la fonction f par rapport aux variables x;,,...,z;, (prises dans
cette ordre) sera notée alea."%fa%.
Définition 3.12 Soit £ C R™ un ouvert. On dit qu’une fonction f : £ — R
est de classe C™ si toutes ses dérivées partielles d’ordre m existent et sont
continues. C° désignant I’ensemble des fonctions continues et C> ’ensemble
des fonctions dont toutes les dérivées partielles successives existent et sont
continues. D’ou

C®c...cC™lccmc...ccltcC’.

Proposition 3.13 (Théoréme de Schwarz) Soit f : E — R une fonction
o f o> f

P PR r Tl E — R existent et

dont les deux dérivées partielles secondes
sont continues en a. Alors,

0% f o0 f

0 0xy (a) = 0,0y, (a).

Proposition 3.14 Soient f : E — R une fonction de classe C™ et p un entier
compris entre 1 et m. Si les deux p-tuples ordonnés (ri,...,rp) et (s1,...,5p)
sont égaux a une permutation prés, on a pour tout x € E :

SO0 NI SRS 0 —,
Oxy, -+~ Oy, x _Bazsl---axsp x)-

Définition 3.15 Soit f : E — R une fonction dont les n dérivées partielles

2 2
secondes %, ceey gxét : E — R existent. Alors, la fonction Af : E — R définie
1 n
par

n_ g2
Af(xy,...,zp) :Zﬁ(xl,...,xn)

est appelée le laplacien de la fonction f.

Définition 3.16 Une fonction f : F — R est dite harmonzique si elle est de
classe C? et si pour tout x € £ : Af(x) = 0.
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3.2.1 Polynéme de Taylor

Soient £ C R™ un ouvert, a € E, § > 0 (choisi de maniere que B(a,2J)
C E) et f: E — R une fonction de classe C™*1. Alors, & chaque élément x de
B(a, ), on peut associer 0x € |0, 1] de sorte que 1'on ait I’égalité suivante (dite
formule de Taylor) :

(m) (m+1)
£ = 9(1) = 90 + g/ 0) + -+ L0y " +<19)>;>

ol g : |—2,2[ — R est la fonction définie par g(t) = f(a + t(x —a)). Par
définition, la fonction polynomiale P,, : R — R définie par

g™(0)
m!

Prn(x) =g(0) +4'(0) +--- +
est appelé le polynéme de Taylor d’ordre m de la fonction f autour de a.

Cas particuliers :

1) (Théoréme des accroissements finis) Pour m =0 :
Fx) = f(a) + ) 77— (atbx(x — a)) (2 —ar).

2) Pour n = 2, le polynéme de Taylor d’ordre 2 autour de (a, b) est donné par

P2($7y) =
flah) + 5 (@b —a)+ F @by -a)
+ % <% (a,b)(z — a)? + 288335}; (a,b)(x —a)(y — b) + g—y‘g (a,b)(y — a)Q) :

3.2.2 Point stationnaire

Définition 3.17 On dit que a € E est un point stationnaire de la fonction
f:E—RsiVf(a)=0.

Proposition 3.18 Soit f : E — R une fonction admettant un extremum local
en a et telle que V f(a) existe. Alors, V f(a) = 0.

Proposition 3.19 Soit f : E — R une fonction admettant un extremum local
en a. Alors, a se trouve forcément parmi les points suivants :

1)x¢E;
2)xeEetVf(x)=0;
3)x € E et Vf(x) n’existe pas.
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Proposition 3.20 Soit f : E — R une fonction de classe C? telle que
V f(a,b) = 0 et posons
0% f 0% f

O*f
:w(@,b), s = 8$ay (a,b) et t:a—yz(a,b)

r

Alors,
1)sis?> —rt <0 etr >0, lafonction f admet un minimum Iocal en (a,b) ;
2) sis?> —rt <0 etr <0, lafonction f admet un maximum local en (a,b) ;

3) si s —rt > 0, la fonction f n’admet pas d’extremum local en (a,b).

3.2.3 Extrema liés

Proposition 3.21 (Théoréme de Lagrange) Soient E C R™ un ouvert,
1<p<mn,a€Eetfqg,...,9: E— Rp+1 fonctions de classe C'. De plus,

on suppose que g1(a) = ... = gp(a) =0 et
Vgi(a)
rg =p.
Vop(a)

Alors, pour que la restriction de la fonction f a {x €e E:qgkx =0,...,
gp(x) = O} admette un extremum local en a, il faut qu’il existe p scalaires

A1y, Ap tels que
p
V(f + Z)\kgk> (a) =0.
k=1

Par définition, les p scalaires Aq,..., A, sont appelés des multiplicateurs
de Lagrange et

P
L=f+) Mg:E—R
k=1
la fonction de Lagrange.

Remarques :

1) Puisque la condition est nécessaire mais pas suffisante, 1’existence des p
scalaires A1, ..., A, ne garantit pas celle de I’extremum local en a.

2)Sip=1:rg(Vgi(a)) =1 <= Vgi(a) #0.

3.3 Théoreme des fonctions implicites

Proposition 3.22 (Théoréme des fonctions implicites) Soient n,p € N*
et f : E — R une fonction de classe CP telle que

of

aajn—l—l

flai,...,an41) =0 et (a1,...,ap41) #0.
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Alors, il existe localement une unique fonction continue ¢ : B((al, ceey ), 5)
— R vérifiant les deux propriétés suivantes :

1) QS(CLl, s 7an) = On+1-

)V (x1,...,2n) € B((a1,...,an),8) : f(z1,..., 2, d(z1,...,25)) = 0.
De plus, ¢ est de classe CP.

3.3.1 Pour les fonctions a deux variables

1) Le vecteur V f(a,b) est normal & la courbe

C={(z,y=90@)):|x—a| <5}

au point P = (a, b). De plus, la pente de sa tangente en ce point est donnée

par
L
¢(a) = —2L——
97 (a,b)
oy
2)Sip>2et ¢(a)=0:
2
97 (ab)
¢"(a) = — 92
9 (a,b)
oy
AY
tga = ¢'(a)
T
3.3.2 Pour les fonctions a trois variables
1) Puisque
of of
% (a b) B % (CL; b, C) ot % ( b) B ay (CL, b, C)
Oz = 8—f(abc) dy a—f(abc)7
82’ ) M aZ ) )
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le vecteur V f(a, b, c) est normal a la surface

Y= {(x,y,z = gb(:v,y)) : (xay) S B((CL, b),d)}
au point P = (a, b, c).
2)Sip>2et Vo(a,b) =0:

0% f *f
D) 7b7
r:82_¢(a b):_aa:Q (a,b,¢) ¢ — 9’ (a b):_ax(?y(a °)
ox2 "’ of b ’ ox0y of b ’
%(C% 7C) &(CL, ,C)
0%f
2 9.9 (CL, b,C)
t:@(a,b):_ay—.
0y? of b
E (a7 ?C)
Az
0 >
Yy
a/ —————————
X

Proposition 3.23 (Théoréme des fonctions implicites généralisé)
Soient n,m,p € N* et f1,...,fm : E — R m fonctions de classe CP telles
que pour a = (A1,...,0n,0pt1,---,0n+m) € E, on a

Vke{l,....om}: fu(a) =0 et D(f(ﬁ’:::’imi )(a)%o.

Alors, il existe localement m uniques fonctions continues

¢1,,__7¢m:B((al,...,an),é) — R

vérifiant les deux propriétés suivantes :
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DVEe{l,...,m}: ¢r(a,...,an) = antk.
2)Vke{l,...,m} et (z1,...,2n) € B((a1,...,an),0) :

fk(xl,...,xn, G1(T1,. oy Tn),y ey gbm(xl,...,xn)) =0.

De plus, les m fonctions ¢1, ..., ¢, sont de classe CP.

3.4 Formes différentielles

Soient I et Iy deux intervalles ouverts et M, N : I; x I, — R deux fonctions
continues. Alors, I’équation différentielle

M(z,y) + N(z,y)y’ =0 (3.1)

est appelée une forme différentielle. De plus, lorsque les deux fonctions M,
N sont de classe C! et que pour tout (z,y) € I1 x I :

oM ON
a—y(fﬂ,y) = a—x(ﬂ%y),

on dit que la forme différentielle (3.1) est exacte.

Définition 3.24 Une fonction y : I — I3 de classe C! ou I est un intervalle
ouvert inclus dans I; est dite solution de la forme différentielle (3.1) si pour
tout x € I :

M (z,y(z)) + N(z,y(z))y'(z) = 0.

Remarque : Le vecteur (M (z,y(z)), N(z,y(z))) est normal en chacun de ses
points a la courbe C' de la solution y = y(x).

Proposition 3.25 Soit (a,b) € I; x Is et posons pour tout (z,y) € Iy X Iy :

x(z,y) Z/mM(tyy)dtJr/byN(a,t)dt-

Alors,
)Y (z,y) € 1 x I : Vx(z,y) = (M(z,y), N(z,y)).

2) Pour qu’une fonction y : I — Iy de classe C! soit solution de la forme
différentielle exacte (3.1) il faut et il suffit qu’il existe une constante c telle
que pour tout x € I : x (z,y(x)) = c.

Proposition 3.26 (Existence et unicité locale) Soit (a,b) € I x I. Alors,
si N(a,b) # 0, la forme différentielle exacte (3.1) admet une solutiony : I — I,
localement unique au voisinage de a, qui satisfait la condition initiale y(a) = b.
De plus, pour tout x € I : X(x,y(x)) =0.
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Proposition 3.27 Soient M, N : ]0,4o00[ X |—00,400] — R deux fonctions
continues, homogenes de degré o.. Alors, en faisant le changement de variable
y(x) = z z(x), la forme différentielle (3.1) se transforme en I’équation & variables
séparées

-1 N(1,z(z))

R M(1,2(z)) + 2(z)N (1, 2(z)) “(@).

3.4.1 Facteur intégrant

Définition 3.28 Si les deux fonctions M, N : I; x Iy — R sont de classe C!,
une fonction p : I1 x I — R* de classe C! est appelée un facteur intégrant
de la forme différentielle (3.1) si

p(x,y) M(z,y) + p(x,y) N(z,y)y" =0 (3.2)

est une forme différentielle exacte.

Remarque : Si la forme différentielle (3.1) posséde un facteur intégrant, ses
solutions coincident avec celles de la forme différentielle exacte (3.2). En par-
ticulier, si (a,b) € I; x Iz et N(a,b) # 0, la forme différentielle (3.1) admet
une solution y : I — I, localement unique au voisinage de a, qui satisfait la
condition initiale y(a) = b. De plus, cette solution vérifie 1’égalité

)= [ "ty M(t,y) di + / " ua,t) Na,t) dt = 0.

Proposition 3.29 Supposons que M, N : I; x Is — R sont deux fonctions de
classe C! vérifiant les propriétés suivantes :

1)V (xz,y) € 1 x Iy : N(z,y) #0;
Q)V(x,y) el x1Iy:

%—N (z,y) — %—M (z,y)
= L = f().
N(z,y)

Alors, si a € I, la fonction p : Iy X Is — R définie par

M(aj, y) - ﬁ(af) = 6_‘/.5: f(t)dt

est un facteur intégrant de la forme différentielle (3.1).

Proposition 3.30 Supposons M,N : I, x I, — R sont deux fonctions de
classe C! vérifiant les propriétés suivantes :

1)V (z,y) € 1 x Iy : M(z,y) #0;
2)V(Z’,y) el x1I:
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Alors, si b € Iy, la fonction p : Iy x Is — R définie par

w(z,y) = i(y)

_ JY et

est un facteur intégrant de la forme différentielle (3.1).

3.5 Exercices

3.1 Soit f : R? — R la fonction définie
par

x
x2_|_y2

si (x, 0,0
oy = (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).

Montrer que Vf(0,0) = 0 mais que la
fonction f n’est pas continue en (0,0).

3.2 Soit f : R? — R la fonction définie
par
r
— siy#0
flzy) =4 Y
0 siy=0.
Montrer que V£(0,0) = 0 mais que la
fonction f n’est pas continue en (0,0).

3.3 Soit f : R? — R la fonction définie
par
flz,y) =
22y
(22 +42)°
0 si (z,y) = (0,0).

si (z,y) # (0,0)

Montrer que Vf(0,0) = 0 mais que la
fonction % : R? — R n’est pas conti-
nue en (0,0).

3.4 Soit f : R*> — R la fonction définie
par

3

Ty .
2z O (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).

flz,y) =

Montrer que

9% f 9% f
0x0y (0,0) # Oyox

0,0).

3.5 Soit f : R? — R la fonction définie
par

1
xQSin—+y25in—
x
si zy # 0
2 .1 B
flz,y) = xsm; siz#0, y=0
1
yisin— siz=0, y#0
Yy
. 0 siz=y=0.

Montrer que les deux fonctions

o%f  9%f

Oxdy’ Oydx
. 52

(0,0) mais que a—x{ (0,0) et

n’existent pas.

: R? — R sont continues en

2
54 (0,0)

3.6 Soit f : R? — R la fonction définie
par

flz,y) =

zyln(|z|+ [y]) si(z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).

Montrer que f est de classe C'.

3.7 Soit f : R® — R la fonction définie
par

flz,y,2) =
cos (\/m2+y2—z3) -1
six#0
x
0 siz=0.

Calculer V£(0,0,0).
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3.8 Soit f : R®* — R la fonction définie Calculer

par . 2
3.16 lim % dz .
f(z,y,2) = t—0 Jo sin“t
2
2 y+z . t
x th< . ) siz#0 / In(2” + cos(2*t®)) do
. t2
0 siz=0. 317 th—% Arctgt3
Calculer Vf(0,1,1). 318 lim /1 In(1 + t22?) e
3.9 Soit f : R? — R la fonction définie t=0Jo t?
par t2 2 2
f(x, y) = ex—l sin xy . 3.19 tlin(l) % dr .
— sin
Donner I’équation du plan tangent a la 0
surface z = f(x,y) au point (1, Z). 3.20
3.10 Soit f: R* — R la fonction définie _ t2 In(z? + 2z + t4) .
par lim > dx —Int™|.
t—0 4 t
flz,y) =2y +In Y1422+ 2y* .
t2
Donner ’équation du plan tangent & la / In(1 + t?2%) dz
surface z = f(x,y) au point (1,0). 3.21 lim 2°

t—0 et —cost—sint

3.11 Soit f : B((0,0),2) — R la fonc- 2 —
tion définie par 3.22 lim HS—W da .
t

t—0
flay) = va—a?—y2.

Donner I’équation du plan tangent a la
surface z = f(x,y) au point (1,0).

0

t—0 t2

t2 2,2
3.23 lim / Ltsh@t?)
0

t
3.12 Soit f : R? — R la fonction définie / x cos® (1 +t)a?) da
. 0
par 3.24 }1_1)1(1) 2
3
f(z,y) = cos(z’ +y)+sin(z+y)+e” Y. In(1+%) i (¢)
3.25 lim T dx.
Donner ’équation du plan tangent a la t=0 Jy2 ¢

surface z = f(z,y) au point (0, Z).

1 6
% +sin® ¢ /sin 2°t?) dx
3.13 Trouver une fonction homogene f : 396 lim + + < + ( )

R? — R de degré 2 qui n’est pas conti- t0 (1 — cos t)3
nue.

3.27 Montrer que
3.14 Soit f: {(z,y) € R? : 2 > 0} - R
une fonction homogene de degré a telle ' 1 dx
que f(l,a(;) = 0. Montrer que pour tout tl}r_noo/o VI - 2% =0
a>0:3-(a,0)=0.
3.28 Soit f : R — R une fonction conti-

3.15 Soit f : R™ — R une fonction de nue. Caleuler

classe C', homogene de degré a # 1

telle que f(0) = 0. Montrer que t )
Vf(0) = 0. Que devient ce résultat si / (z—t)"f(z)dx
a=17 lim =

t—0 t3
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3.29 Soit f : R — R la fonction définie

par

t 1+t2+$2

Calculer lim f'(¢).

t—+4oo

3.30 Calculer la dérivée de la fonction
f: ]—g, g[ — R définie par

s

2
(1) :/ it — o] sinz dz.
-3

3.31 Montrer que la fonction
f :]—1,1] — R définie par

+2

£(t) = /t4 In(1 + cos(tz)) da

admet un minimum local en 0.

3.32 Montrer que la fonction f: R — R
définie par

f(t) :/Otsin <t 1—|—x2) dz

admet un minimum local en 0.

3.33 Montrer que la fonction f: R — R
définie par

t2
f(t) =sinv1+ t2+/ ln(1+em2) dx
+3
admet un minimum local en 0.

3.34 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

t
ft) = / (a:2 —x+ sin(a:gt)) dz
t2
admet un maximum local en 0.
3.35 Montrer que la fonction
f:]-1,1[ — R définie par

f(t) =t* +cost+ tIn(1 + cost)
t2

+ / In(2 + 2°t) dz
t

admet un minimum local en 0.

Exercices

3.36 Montrer que la fonction f: R — R
définie par

f(t):/O Arctg(tz®) dx

admet un point d’inflexion en 0.

3.37 Soient A > 0, 0 : R — R une fonc-
tion continue et f : R — R la fonction
définie par

f(t):/o o(z) sin A(t — 2) da .

1) Vérifier que f est la solution de
I’équation différentielle linéaire du se-
cond ordre y” (t) + A *y(t) = Ao (t) qui
satisfait les deux conditions initiales

y(0) =y'(0) =0.
2
2) Calculer / 2°sin(2 — z) dz .
0

3.38 Soit n € N*. Vérifier que la fonc-
tion f :]0,4+oo[ — R définie par

fi)=t" /Oﬂ(sin x)*" cos(t cos ) dx

est solution de I’équation différentielle

2 n

2y () +ty' (1) + (t* —n®)yt) =0.

3.39 Soit f : R — R la fonction définie
par

f(t):/OtQ\/de.

1) Calculer f'(0) et f(0).

2) En déduire que la fonction admet un
minimum local en 0.

3) Montrer que pour tout t € R* :
f(0) < f(2).

3.40 Soit la fonction f : R*> — R définie
par

fz,y)
1423
= /1 (ch(a:yt3) + sin(3azyt2)) dt .

Donner ’équation du plan tangent a la
surface z = f(x,y) au point (2,0).
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3.41 Montrer que (0,0) est un point sta- 3.45 Soit h : Ry — R la fonction conti-

tionnaire de la fonction f : R* — R dé- nue définie par
finie par
sinx
y2 L T S1x > 0
fz,y) = / ch(yt® + z)dt. () = .
a2 1 sizx =0,
Etudier sa nature. et soit g : Ry — R la fonction définie

3.42 Montrer que (0,0) est un point sta- par

tionnaire de la fonction f : R? — R dé- Yoo
finie par g(y) = / e "h(zx)dx.
0

f(z,y) =102 cosy

) 1) Montrer que g est continue et

y .
+/ In \/2 + z* + cos(ty) dt. yll,rfoo 9(y) = 0.
2
Etud; 2) Montrer que ¢ est dérivable sur
tudier sa nature. 10, +o00[. Calculer g

3.43 Soit f: R} x R} — R la fonction

>0:
définie par 3) Montrer que pour tout y > 0

5 g(y) = 5 — Arctgy
3 - I_ _
flz,y) = / In(z® sin® t+y* cos” t) dt . 2
0

4) En déduire que
1) Montrer que pour tout x,y > 0 :

/+°°sinxdx T
s T = =.
vf(x’y):<x+y’x—l—y> 0+ T 2

3.46 Soient f,g : R — R les deux fonc-

tions définies respectivement par
3.44 Soit g : RL — R la fonction définie

x 2
— )
fay = ([ e ar)
par et

1 67m2(1+t2)
g(y) = / In(y® cos” t 4 sin” t) dt . 9(z) /0 1+1¢2
0

2) En déduire que pour tout z,y > 0 :

flz,y) =7ln <%) .

1) Montrer que pour tout z € R :
1) Montrer que

J(@) +g(@) =7

(SR

li%l 9(y) = / Insin®tdt = —wIn2.

y=oF 0+ 2) En déduire que

2) En déduire que oo
iy iy / 6_t2 dt = ﬁ .
2 27 0 2

/ Insintdt = / In costdt

O+ 0 3.47 Soit f : R — R la fonction définie
= —nwlnv2 par

ot fle,y) =2y’ +In/1+a* +22.

/ Intgtdt =0.
0+ Calculer %(1, 1) avec v = (£, 2).

N
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3.48 La hauteur d’'une montagne en cha-
cun de ses points P est donnée par la
fonction

h(z,y) = 3000 — 2z° — ¢/>

ou (x,y) sont les coordonnées de la pro-
jection du point P sur le plan de base
muni d’un repere orthonormé dont 1’axe
Ozx désigne la direction est et 'axe Oy
la direction nord

1) Dire si 'on commence par monter ou
par descendre lorsque 1’on se déplace
depuis le point @ = (30, —2) dans la
direction sud-ouest.

2) Au point @, dans quelle direction la
pente est-elle la plus raide ?

3) Au point @, dans quelle direction la
pente est-elle nulle ?

3.49 La profondeur d’un cratére d’un
volcan en chacun de ses points P est
donnée par la fonction

p(z,y) = —500+zy* +1In(1+4z> +55°)

ou (x,y) sont les coordonnées de la pro-
jection du point P sur le plan de base
muni d’un repere orthonormé dont 1’axe
Ox désigne la direction est et 'axe Oy
la direction nord.

1) Dire si 'on commence par monter ou
par descendre lorsque 'on se déplace
depuis le point @ = (1,2) dans la di-
rection nord-ouest.

2) Au point @, dans quelle direction la
pente est-elle la plus raide ?

3) Au point @, dans quelle direction la
pente est-elle nulle ?

3.50 Soit f: R* — R la fonction définie
par

f(z,y) = -2 + 2zy + e“ Y cos ° .

Trouver son polynéome de Taylor

d’ordre 2 autour de (0, 0).

3.51 Soient g,h : R? — R deux fonc-
tions de classe C! telles que pour tout
(z,y) € R? :

dg __ Oh
8_y (.’L‘,y) - % (xvy)

1) Trouver toutes les fonctions f
R? — R de classe C? qui vérifient
pour tout (z,y) € R? :

Vf(ac,ac) = (g(m,y),h(m,y)) :

2) L’existence des fonctions f est-elle
liée a la condition imposée & g et h?

3.52 Trouver toutes les fonctions f
R? — R de classe C! qui satisfont pour
tout (z,y) € R* :

of (z,y) = 3y> —y° + 22 Arctgx
ox

et
of 2 2y
g/ = 6ay — 3 .
3y (z,y) = 6zy — 3wy~ + 5,2

3.53 Soient a,b € R*. En effectuant le
changement de variables u = bx + ay et
v = bx —ay, trouver toutes les fonctions
f : R?* — R de classe C' qui vérifient
I’équation aux dérivées partielles

of of
— (=, b— (x,y) =0.
ap (z,y) + By (2,9)

3.54 Soit a € R. Trouver toutes les fonc-
tions f : R% x R — R de classe C' qui
vérifient 1’équation aux dérivées par-
tielles

wg—g (z,y) — yg—i (z,y) = af(z,y).

3.55 Trouver toutes les fonctions f
R% x R — R de classe C' qui vérifient
I’équation aux dérivées partielles

o5l (.9) +y3L (@) =0,

Vérifier que les solutions sont homo-
genes de degré 0.

3.56 En effectuant le changement de va-
riables u = ¢ — y et v = x + y, trou-
ver toutes les fonctions f : R? — R de
classe C' qui vérifient équation aux
dérivées partielles

aof

oz (ac,y) =

0
a—g(ac,y»
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3.57 En effectuant le changement de va-
riablesu =z, v =y —z et w =2z — z,
trouver toutes les fonctions f : R® — R
de classe C* qui vérifient 1’équation aux
dérivées partielles

of of
of _
+ 5(1’7%2) =0.

3.58 Trouver toutes les fonctions g
R — Ret h: R} — R de classe C' de
sorte que la fonction f : R} xR — R
définie par

f@y) =g (%) +hi)

soit solution de I’équation aux dérivées
partielles
of af 1
r—(x,y)tyz7—(2,y) = ———.
e C)) yay( y) Niew
3.59 Trouver toutes les fonctions g, h :

R% — R de classe C' de sorte que la
fonction f : R} x R} — R définie par

fz,y) =g(xy)+h(%)

soit solution de ’équation aux dérivées
partielles

of _ 9 T

3.60 Soit E = {(u,v) € R* :u+v >0}.
Trouver toutes les fonctions f
R%} — R de classe C! telles que pour
tout (z,y) € £ :

=In(l1+z+y)*.

3.61 Trouver toutes les fonctions g
R%* — R de classe C? de sorte que la
fonction f : R% x R} — R définie par

fz,y) = 2%g(y)

soit solution de ’équation aux dérivées
partielles

0% f 0% f
x@(way)‘i‘yamay

(z,y) = 2zy”Iny.

3.62 Trouver toutes les fonctions g, h :
R — R de classe C? de sorte que la
fonction f : R% x R — R définie par

flz,y) =g (%) + h(z)

soit solution de I’équation aux dérivées
partielles

B2 f 82 f

Y
ya—yg (z,y) +x

Ox0y (,y) = 22

3.63 Trouver toutes les fonctions f
R? — R de classe C? qui sont solutions
de ’équation aux dérivées partielles

o’ f

X _

oy

3.64 Trouver toutes les fonctions g
R — R de classe C? de sorte que la
fonction f: R x R} — R définie par

f(z,y) =y’g(z)

soit solution de I’équation aux dérivées
partielles

o0*f 0 f
w(l‘,y)ﬂLyaxay (z,v)
0% f
2 _ 3.
+y RIE (z,y) =y’ sinbz.

3.65 Trouver toutes les fonctions g
R% — R de classe C* de sorte que la
fonction f : R} x R} — R définie par

f(@y) = = g(ay)

soit solution de ’équation aux dérivées
partielles

- ww)

= —xf(z,y) +27y>.

3.66 Soit A > 0. En effectuant le chan-
gement de variables u = Ax + y et
v = —Ax + y, trouver toutes les fonc-
tions f : R? — R de classe C? qui véri-
fient I’équation d’onde

2 2
G ) = N5 @) = 0.
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3.67 Soient a, b et c trois constantes vé-
rifiant a # 0 et b* — ac > 0. En posant

o —b+ Vb2 —ac
a

et
_ =b—Vb%—ac

= a
et en effectuant le changement de va-
riables u = ax +y et v = Bz + y, trou-
ver toutes les fonctions f : R? — R de
classe C? qui sont solutions de ’équa-
tion aux dérivées partielles

o2 f o2 f
am—g (@,y) + 2b8x8y (z,y)
0% f
+ Ca—y2 (.’13,y) =0.

3.68 En effectuant le changement de va-
riables u = x et v = £, trouver toutes
les fonctions f : R% x R — R de classe
C? qui sont solution de ’équation aux
dérivées partielles

2

zoy DY)

o°f

0y?

3.69 Soit f : R} x R — R une fonction
de classe C?, homogene de degré a.

o0 f
2
T og (z,y) + 2zy

+y' 55 (z,y) = 0.

1) Montrer que pour tout (z,y) € E :

> 0>
3628—;; (z,y) + 2$yaxafy (z,9)
+ ng—y{ (2,9) = ala— 1) f(z.y).

2) Trouver toutes les fonctions f
R% xR — R de classe C?, homogenes
de degré 0.

3) Trouver toutes les fonctions f
% xR — R de classe C?, homogenes
de degré 1.

3.70 Trouver les deux fonctions g,h :
R — R de classe C? qui vérifient les
conditions initiales g(0) = h(0) = 1,
g’ (0) =h'(0) =0et g"(0) =1 et telles
que la fonction f : R? — R définie par
f(x,y) = g(x) h(y) est harmonique.

3.71 Trouver deux fonctions g : R} — R
et h: R — R de classe C? qui vérifient
les conditions initiales

g9(1) = h(0) =0 et g(e) = h(1) =1

et telles que la fonction f : R} xR — R
définie par f(x,y) = g(x)h(y) est so-
lution de I’équation aux dérivées par-
tielles

3.72 (Mouvement central) Soient

r=(z,y,2) et r = ||

1)Si f : RY — R est une fonction
de classe C', montrer que pour tout
r>0:

VIr) = £()=

2)Si f : RT — R est une fonction
de classe C?, montrer que pour tout
r>0:

Af() = ")+ 2 ().

3) Trouver toutes les fonctions f
R%} — R de classe C? de sorte que
pour tout r >0 : Af(r) =0.

3.73 (Laplacien en coodonnées po-
laires)
Soient f : R? — R une fonction de
classe C? et g : R? — R la fonction
définie par

g(r,0) = f(x =rcos, y=rsinb).
Vérifier que pour tout (r,0) € R} xR :
Af(rcosf,rsinf) =
9%g 10g 1 9%g

W(T,G)-I-;—T(r,@)-i-r——
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3.74 En utilisant D’exercice précédent,
trouver les deux fonctions fi : R7 — R
et fa : ] 2,5[ — R de classe C? de
sorte que la fonction f : RI xR — R
définie par

f (sz + y2>—i—f2 (Arctg %)

soit harmonique.

3.75 (Laplacien en coordonnées cy-
lindriques)
Soient f : R® — R une fonction de
classe C*? et g : R®* — R la fonction
définie par

flz,y) =

g(”” 97 Z)

Vérifier que
pour tout (r,0,z) e RY x RxR:

Af(rcos,rsinb, z)

9%g 1 dg
= =40,0,2)+ =L (1,6,2)
1 9%g g
+—2@(7®9, z) + 9.2 I (r,0,2).
3.76 (Laplacien en  coordonnées
sphériques)

Soient f : R® — R une fonction de
classe C? et g : R®> — R la fonction
définie par
g(r,B8,0) =
f(x = rsinBcosb,
y=rsinBsinf, z = rcos3) .

Vérifier que
pour tout (r,0,z) € R} x 0,7 x R :

Af(rsinfcos,rsin Fsin 0, r cos 3)

= 500+ 2% (r.5.0)
+%§iﬂ2<r,ﬂ,e>
+T2511n2ﬂ?9292( ,5,6)

e e (rB0).

3.77 Montrer que ’équation

2® 4+ 2¢¥ +sinzy —2=0

= f(a: =rcosf, y=rsinb, z).

définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = ¢(z) telle que
»(0) = 0. Montrer que la fonction ¢
admet un maximum local en 0.

3.78 Montrer que ’équation
eVt —z—2=0
définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = ¢(z) telle que

»(0) = 1. Montrer que la fonction ¢
admet un maximum local en 0.

3.79 Montrer que ’équation
1—y’ +2ye’ =0
définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = ¢(z) telle que

»(0) = 1. Montrer que la fonction ¢
admet un minimum local en 0.

3.80 Montrer que ’équation

x3+y3—x2y—1:0
définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = ¢(z) telle que
»(0) = 1. Montrer que la fonction ¢
admet un minimum local en 0.

3.81 Montrer que ’équation
2 2

x° —2x —y — cosTy

14 y* _
IS P I

définit au voisinage du point 1 une
fonction implicite y = ¢(z) telle que
¢(1) = 1. Montrer que la fonction ¢
admet un maximum local en 1.

3.82 Montrer que ’équation

cos(z® + y) +sin(x + y) + =V =

définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = ¢(z) telle que
¢(0) = %. Montrer que la fonction ¢
admet un maximum local en 0.

3.83 Montrer que ’équation

Y
Inx+ez =1

définit au voisinage du point 1 une
fonction implicite y = ¢(z) telle que
¢(1) = 0. Donner I’équation de la tan-
gente a la courbe y = ¢(x) en 1.
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3.84 Soient A un ouvert, (a,b) € A avec
a #0et f: A— R une fonction de
classe C', homogene de degré o telle
que
0

f(a,b) =0 et 8_;5 (a,b) #0.
Donner explicitement la fonction impli-
cite y = ¢(x) que f définit au voisinage
du point a et qui vérifie ¢(a) = b.

3.85 Soit f : R} x R — R la fonction
définie par
Y

— 422 + 42 — 5zysi (-)
flz,y) =4z +y zysin(

En utilisant ’exercice précédent, don-
ner explicitement la fonction implicite
y = ¢(x) que définit f au voisinage du
point 1 et qui vérifie p(1) = —1.

3.86 Montrer que ’équation

327 +6y° +2° —22* +1=0

définit au voisinage du point (0,0) une
fonction implicite z = ¢(zx,y) telle que
¢(0,0) = 1. Vérifier que (0,0) est un
point stationnaire de la fonction ¢. Etu-
dier sa nature.

3.87 Montrer que ’équation

x—6y+ew2 +1In(2 + 2° 4 2° — 22)
—xy+3y22—|—2=0
définit au voisinage du point (0,1) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
¢(0,1) = 1. Vérifier que (0,1) est un
point stationnaire de la fonction ¢. Etu-
dier sa nature.

3.88 Montrer que ’équation
x4—i—x3y2 —|—xyz+z4 =1

définit au voisinage du point (0,0) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
¢(0,0) = 1. Vérifier que (0,0) est un
point stationnaire de la fonction ¢. Etu-
dier sa nature.

3.89 Montrer que ’équation

52° + 5y° + 52° — 22y
—2xz—2yz—72=0

définit au voisinage du point (1,1) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
¢(1,1) = 4. Vérifier que (1,1) est un
point stationnaire de la fonction ¢. Etu-
dier sa nature.

3.90 Montrer que ’équation

4222+ 9y  —ze¥ —ye”
+2sinyz— (y+1)z+1=0

définit au voisinage du point (0,0) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
¢(0,0) = 1. Vérifier que (0,0) est un
point stationnaire de la fonction ¢. Etu-
dier sa nature.

3.91 Montrer que ’équation

P4t tyz+t+y-12=0

définit au voisinage du point (0, 1) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
¢(0,1) = 0. Vérifier que (0,1) est un
point stationnaire de la fonction ¢. Etu-
dier sa nature.

3.92 Montrer que ’équation

oz + x2y2 + Tcoszyz

10 2 3
—x cosy  —z2°=0

définit au voisinage du point (1,0) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
¢(1,0) = 2. Vérifier que (1,0) est un
point stationnaire de la fonction ¢. Etu-
dier sa nature.

3.93 Montrer que ’équation

2 2 2
e’ +e¥ +ef +eM e+ e
+e—zrx—y—6-—e=0

définit au voisinage du point (0,0) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
#(0,0) = 1. Vérifier que (0,0) est un
point stationnaire de la fonction ¢. Etu-
dier sa nature.
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3.94 Montrer que ’équation

—1-3z+2+y* +y° +ze¥
+xzel +2%e"F =0

définit au voisinage du point (0,0) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
#(0,0) = 1. Vérifier que (0,0) est un
point stationnaire de la fonction ¢. Etu-
dier sa nature.

3.95 Montrer que ’équation

a:4—|—y4—i—z4

+ eVt 4+ —e—4=0

définit au voisinage du point (1,0) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
¢(1,0) = 1. Donner I’équation du plan
tangent a la surface z = ¢(z,y) au
point (1,0).

3.96 Montrer que ’équation
x4+x3y2—i—mz+yz+xyz+z4 —-1=0

définit au voisinage du point (0,0) une
fonction implicite z = ¢(x,y) telle que
#(0,0) = 1. Donner I’équation du plan
tangent a la surface z = ¢(z,y) au
point (0,0).

3.97 Montrer que ’équation
— 1+ 2% +yz° + Arctgzyz

+1H—V1—;:+Z+m 3/y2+z3 -0
définit au voisinage du point (1,0) une
fonction implicite z = ¢(zx,y) telle que
¢(1,0) = 7. Donner ’équation du plan
tangent a la surface z = ¢(x,y) au
point (1,0).

3.98 (Théoréme des fonctions impli-
cites)

Soient E un ouvert, (a,b) € F et f :
E — R une fonction de classe C' telle
que

Fla,b) = 0 et %(a,b) £0.
1) (Existence) Montrer qu’il existe

deux nombres «,d > 0 et une fonc-
tion continue ¢ : |la —d,a+ 6] — R

pour lesquels les quatre propriétés
suivantes sont vérifiées :

a)Va €la—4d,a+9[:

(2, 0()) = 0.

b)Vz €la—4d,a+6]:

’¢(m) — b’ <a.
c) (z,y) € la—6,a+6] X [b—a, b+af
et f(z,y) =0=y = o).
d) ¢(a) =b.

2) Montrer que la fonction ¢ est de
classe C'.

3) (Unicité locale) En déduire que
si une fonction continue ¢
la—d1,a+ 61 = Ravec0 < d1 < 9§
satisfait les deux propriétés sui-
vantes : ¢(a) = b et pour tout
z €la—"61,a+ 61 f(z, o(x)) =0,
elle coincide avec ¢ sur Ja—d1,a+01].

4) Que devient ce résultat si la fonction
 n’est pas supposée continue ?

3.99 Montrer que les deux équations

x—y3+z+8 =0et $3+y4—25—16 =0

définissent au voisinage du point 0 deux
fonctions implicites y = ¢1(x) et z =
¢2(z) telles que ¢1(0) = 2 et ¢p2(0) = 0.
Donner ’équation de la tangente a cha-
cune des deux courbes y = ¢1(x) et
z = ¢2(z) au point x = 0.

3.100 Montrer que les deux équations

x—u2+v2:06ty—uv+1:0

définissent au voisinage du point (0, 0)
deux fonctions implicites u = ¢1(x,y)
et v = ¢o(x,y) telles que ¢1(0,0) = 1
et ¢2(0,0) = 1. Donner I’équation du
plan tangent a chacune des deux sur-
faces u = ¢1(x,y) et v = ¢Pa2(x,y) au
point (0, 0).
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3.101 (Théoréme des fonctions in-

verses)
Soient E un ouvert, a = (a1,...,an)
e EFet fi,...,fn: E — R n fonctions
de classe C! telles que

D .

(fla :fn) (a)#o‘

D(x1,...,x5)
Montrer qu’il existe localement
n  uniques  fonctions  continues

¢1a"'a¢n : B(b,(;) — R avec b =
(f1(a), ..., fa(a))

vérifiant les deux propriétés suivantes :

1)szl,...,n:¢k(b):ak.

2)Vk = 1,....,n et (y1,...,Yn) €
B(b,6) :
fk(x1:¢1(y1,...,yn),...,
Tn = Gn(Y1s---,Yn)) = Yk -

3.102 Soient f,g : R? — R deux fonc-
tions de classe C* telle que f(0,0) =
g(0,0) = 0. De plus, on suppose qu’il
existe un nombre § > 0 tel que pour
tout (z,y) € D = {(z,y) e R* :

2l <6, |yl < 6}

of 1 f 1
_ < = - < =

et

dg 1 dg 1

— < = — -1 < =

o (w,y)‘_?), By (z,y) 1’_3

1) Soient |af, |B] < 2.
Montrer, en utilisant la suite récur-
rente, xo = yo = 0 et

Tn+l = Tn — f(mnayn) +
Yn+1 = Yn — g(xnayn) + 8

qu’il existe un unique élément (a,b)
de D pour lequel f(a,b) = « et
g(av b) = ﬂ

2) En déduire que le systeme

z+y° = 0,01
z’ +y = 0,001

admet une et une seule solution dans

(=3 5] x [=5:3].

3.103
tes)
Soient Iy, Is deux intervalles ouverts,
(a,b)611XIgetM,N211XIQ—>R
deux fonctions de classe C! telles que
pour tout (z,y) € I1 X I :

oM ON
8—y (x,y) = or (x,y).

(Formes différentielles exac-

De plus, on suppose que N(a,b) # 0 et
posons pour tout (z,y) € Iy X I :

x(z,y) :/w M(t,y)dt—!—/byN(a,t)dt.

1) Montrer qu’il existe localement une
unique fonction ¢ : Ja —d,a+ [ —
I> de classe C' telle que ¢(a) = b et
pour tout [z—a| < 6 : x(z,$(z)) = 0.

2) (Existence et unicité locale) En
déduire que la fonction ¢ est loca-
lement 'unique solution de la forme
différentielle exacte

M(z,y) + N(z,y)y' =0

qui satisfait la condition initiale
y(a) ="b.

3.104 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle y(y—2z)—x(x—2y)y’ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1.

3.105 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

1 Inx 1 ,
o t o2y =0
2y x Ty

qui satisfait la condition initiale
y(1) = L.

3.106 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle 2z +e”y+ (e” —2y)y’ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(0) = 0.

3.107 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle zy* + (14 z2y)y’ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 1.

3.108 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

(3¢ — 6y)y + (z* — 12y)ay’ =0

qui satisfait la condition initiale
y(1) =1.
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3.109 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle 2z ¥ +e” +(e¥ +2%e¥)y’ =0
qui satisfait la condition initiale
y(0) = 0.

3.110 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

—2z(1+tgy)+(1+2”)(1+tg’y)y =0

qui satisfait la condition initiale
y(0) = 0.

3.111 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

(14 1°sin2z) — 2yy' cos’z =0

qui satisfait la condition initiale
y(0) = 1.

3.112 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

— 1
\/ye2m+%y’:0

qui satisfait la condition initiale
y(1) =1L

3.113 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle 3(y* + 1) + 2xyy’ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 2.

3.114 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle (y* + 1) sinz +2coszyy’ = 0
qui satisfait la condition initiale
y(0) =2.

3.115 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

—y+2x2tgg—|—xy/:0
x

qui satisfait la condition initiale
y(1) = §-

3.116 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle x — 3y + (3z — y)y' = 0 qui
satisfait la condition initiale y(1) = 2.

3.117 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle z°+y*+zyy’ = 0 qui satisfait
la condition initiale y(1) = 1.

3.118 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle z°+y* 422y’ = 0 qui satisfait
la condition initiale y(1) = 0.

3.119 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle * — 3y* + 2zyy’ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 2.

3.120 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle zy? — y> + zy?y’ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 0.

3.121 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

y+Vzt+y2—ay =0

qui satisfait la condition initiale
y(1) =0.

3.122 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle y?+4ye” +2(y+e*)y’ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(0) = 2.

3.123 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

1
<; +y2> +zyy =0

qui satisfait la condition initiale
y(1) =1.

3.124 'Trouver la solution de la forme dif-
férentielle —y + z(1 + xy)y’ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 1.

3.125 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle zy?(xy’ +vy) = 1 qui satisfait
la condition initiale y(1) = 1.

3.126 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle (z* + y?) + zy(z® — 1)y’ =0
qui satisfait la condition initiale
y(2) = 2.

3.127 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle (z® + y® + 1) + 2yy’ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1.

3.128 'Trouver la solution de la forme dif-
férentielle —zy + x%y’ = 0 qui satisfait
la condition initiale y(1) = 1.

3.129 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

2 +ay+20z+y)+ @+ 1)y =0

qui satisfait la condition initiale
y(0) = 0.
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3.130 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

4z sin zy 4+ y(1 + 2°) cos zy
+ (1 + 2*) coszyy’ =0

qui satisfait la condition initiale
y(1) =m.

3.131 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

(L-s) s =
Y Yy

qui satisfait la condition initiale
y(0) = 1.

3.132 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

3y 2y 1Y
2 _ Y A =0
(xy w5> * (004 yz) Y

qui satisfait la condition initiale
y(1) = -1

3.133 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle —2zy+ (y*+2+3)y’ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1.

3.134 Trouver la solution de la forme dif-

férentielle 2zy + (322 — y*)y’ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1.

3.135 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle (y e* +y%) —(2e” +ay)y =0
qui satisfait la condition initiale
y(0) = 1.

3.136 Sachant qu’il existe un facteur in-
tégrant de la forme p(z,y) = o(z?+y?),
trouver la solution de la forme différen-
tielle

:1:(2\/x2+y2+1) +yy =0
qui satisfait la condition initiale

y(0) = 1.

3.137 Sachant qu’il existe un facteur in-
tégrant de la forme u(z,y) = o(xy),
trouver la solution de la forme différen-
tielle

y(4x + 6y) + x(3z + 8y)y' =0

qui satisfait la condition initiale
y(2) = -1

3.138 Trouver toutes les fonctions f :
RT — R de classe C' de sorte que
w(z,y) = x soit un facteur intégrant de
la forme différentielle

z®+y+ f(z)y =0.

Pour la fonction f qui vérifie f(1) =1,
trouver la solution de la forme différen-
tielle qui satisfait la condition initiale

y(1) = 0.

3.139 Trouver toutes les fonctions f :
R — R de classe C! de sorte que la
forme différentielle

(y> +1)sinz — f(z)yy' =0

soit exacte. Pour la fonction qui satis-
fait f(0) = 2, donner la solution de la
forme différentielle qui vérifie la condi-
tion initiale y(0) = 1.

3.140 Soient I wun intervalle ouvert,
a€Il,beR" m#0Oouletp,f:
I — R deux fonctions de classe C'.

1) Vérifier que u(z,y) = y~ ™" ()
avec y(z) = e Ja PMdt ogt yun fac-
teur intégrant de la forme différen-
tielle (équation de Bernoulli)

(p(z)y — f(z)y™) +y' =0.

2) Montrer que la solution de cette
forme différentielle qui satisfait la
condition initiale y(a) = b est donnée
par

y(z) = by(x) (1 + (1 —m)p" !

1

[rorm@a)

Etudier la nature des points stationnaires
des fonctions f : R? — R définies par

3.141 f(z,y) = 227 siny — 2 — y°.
3.142
flz,y) =In(l+2” +2y°) +2°y° +y.

3.143 f(z,y)=—xy—e "V +cosz.
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3.144 f(z,y) = " TV A
3.145 f(z,y) =a2° +¢° — 1Y
3.146 f(z,y) =2’ — 3z + xy

)

3.147
Le maximum local obtenu est-il global ?

1
3.148 f(x,y) = x2+xsiny—1 cosy+5.

3149 f(z,y) =y’ +ycosx —sinz — 2.
Montrer que min _ flz,y) = -3.

(z,y)ER
3.150 f(x,y) =cos(x+y)+siny.
3.151  f(z,y) = (2 +y?) e @Y,
3.152  f(z,y) = (x +y) e @ H?)
3.153  f(x,y) = yef(””%ry).

Le maximum local obtenu est-il global ?
3.154 f(z,y) =z +y° —sh(z+y).
3.155 f(z,y) =z +y—sh(z+y).
3.156

flo,y) =n(1+2°+1°) " — (2—1)" =y

Le maximum local obtenu est-il global 7
Méme question pour le minimum.

3.157 f(z,y) =16 +162° + °.
3.158
2
f(z,y) =€e" 4+ cos(z + y) + sin(z + y).

3.159  f(z,y) =2z + (z —y)* — 6y.

3.160 f(z,y)=—xy—e “Y+cosuz.

3.161
2 9 2
fle,y) = 2" + oy +y” + Arctgzy.
3.162 '
flz,y) =zy+ - — ;

avec z,y > 0.
3.163 f(z,y) =2’y(4—z —vy).

3.164 f(x,y) = 14+62° —3(1—(z—y)*)".

3.165 Soit A > 0. Etudier, en fonction
de A, la nature des points stationnaires
de la fonction f:R? — R définie par

fz,y) =" + 2 + M.
Pour A > i, montrer que

f(0,0) =

min z,Y).
Lmin f(z,y)

3.166 Soit a € R. Montrer que la fonc-
tion f :R? — R définie par

_

1+ a?z? 4 y?

possede un minimum local en (0, 0).

flzy) =" +ay+y° —

Trouver les extrema locaux des fonctions
f: R? — R définies par

3.167
f(z,y) = (z+y)+sin(z+y)+cos(z+y) .

3.168 f(z,y) = ‘2 Vaz+y? — (2 —|—y2)‘ .

3.169 Soient E un ouvert, (a,b) € E
et f : E — R une fonction de classe
C? admettant un maximum local en

(a,b). Montrer que pour tout couple
(u,v) € R? :

O f o0 f
2
U ooa (a,b) +2UU8x8y (a,b)
o0 f
2
+ v 8—y2(a,b) SO

3.170 Trouver les extrema de la fonction

f:10,1] x [0,1] — R définie par
_ ry
f(x7y)_ 1+3$2+y2 .

3.171 Trouver les extrema de la fonction
f:[—2,0] x [0,1] — R définie par
flry)=a® —ay+y° +3z -2y +1.

3.172 Trouver les extrema de la fonction
f: [O, g] X [O, %] — R définie par

f(z,y) =sinz +siny + sin(z + y) .

3.173  Soit E = {(z,y) € R? :
lz| < Z, |y| < cosz}. Trouver les ex-
trema de la fonction f : ' — R définie
par

f(z,y) =1y"+ycosx —sinz — 2.
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3.174 Soit E = {(z,y) € R*:
|z| + y| < 2Z}. Trouver les extrema de
la fonction f : E — R définie par

f(x,y) =sin(z — y) + cos(x + y) .

3.175 Trouver les extrema de la fonction
f : R? — R définie par

f(x,y) =cosz + cosy + sin(z + y) .

Trouver le minimum des fonctions f :
R? — R définies par

3.176
fly)=0-z+y)°+(1+z+y)’
+ (24 2z +9)>

3177 f(z,y) =2’ +y° + (z+y—2)°
3178 f(z,y) = x|+ |y| + |x +y—2|.

3.179 Soient A = (7,1), B = (z, —x),
C = (y,y) et D = (8,4). Minimiser la
somme des distances de A & B, de B a
CetdeC aD.

3.180 Soit f : R* — R la fonction définie
par f(z,y) = (y — 2%)(y — 22°)

1) Montrer que pour tout a € R, la
fonction go : R — R définie par
ga(z) = f(x, ax) admet un minimum
local en 0.

2) Peut-on en déduire que la fonction f
admet un minimum local en (0,0) ?
3.181 Soit E = {(z,y) € R*:
2 —y? = 25}. Trouver le minimum
de la fonction f : E — R définie par

f(z,y) =2° +y* + zy.

3.182 Trouver les extrema de la fonction
f:B((0,0),1) — R définie par
__zty
f(xvy)_ 1+x2+y2'

3.183 Soit E = {(z,y) € R*:
4 < :1:2+y2 <9, 0<Lx gy}. Trouver
les extrema de la fonction f : E — R
définie par

flzy) = -2

3.184 Soit f : B((0,0),2) — R la fonc-
tion définie par

1
L . 1
flz,y) = %111(1)(005 tx + ysintx)?.

1) Montrer que f(z,y) = e*?.
2) Trouver les extrema de la fonction f.

3.185 Trouver les extrema de la fonction
f:B((2,0),2) — R définie par

f(,y) = 2V F 7 = (@ +)|.

3.186 Soit E = {(z,y) € R?:
2 +4y? —dx < ()}. Trouver les extrema
de la fonction f: E — R définie par

1
fl@,y)=In(l+z—y)+e THo-v.

3.187 Trouver les extrema de la fonction
f:1]0,400[ x |0, +00[ — R définie par

f(@,y) = zy(z —y)
sous la condition x +y = 8.

3.188 Trouver les extrema de la fonction
f:]0,7] x [0, 7] — R définie par

fz,y) = cos? x sin® Y+ sin? x cos® Y

=

sous la condition sinzsiny = 3.

Trouver les extrema des fonctions f :
B((0,0),1) — R définies par

3.189 f(x,y) =x+2y.

3.190 f(z,y)=2"—y° +zy.

3.191 f(z,y) =42’ +(x—y)° —4dzy+1.

3.192
fz,y) =x(1+y) +1In\/2+ 22 4 y2.
3.193

flz,y) = Alrctg;(aﬁ6 +yS + 2% +y? + 1).

3194 f(x,y) =Inv/2+z* 4+ y*.
3.195 f(x,y) = Arctgzy.

3.196 Soit E = {(z,y) € R :
22 +292 420 —-1< 0}. Trouver les ex-
trema de la fonction f : F — R définie
par f(z,y) = —x+y+2.
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3.197 Soit E = {(z,y) € R*:
92+ (y—1)* < 1}. Trouver les extrema
de la fonction f : E — R définie par

fla,y) = 32" +y°.

3.198 Soit E = {(z,y) € R*:
2+ 2y < 4}. Trouver les extrema de
la fonction f: E — R définie par

flz,y) = 22 +:ch+2y2.

3.199 Soit E = {(z,y) € R*:

2
% + £ < 1}. Trouver les extrema de
la fonction f: E — R définie par

flay) =z +a® +y°.

3.200 Trouver le minimum de la fonction
f:R?* — R définie par

f(z,y) = 2° + 6y
sous la condition z? + 3v2zy > 1.

3.201 Trouver les extrema de la fonction
f :R?* — R définie par

flz,y) = /ytet2 dt

. 2 2
sous la condition e* 4+ eY =8.

3.202 Trouver les extrema de la fonction
I B((O, 0,0), 1) — R définie par

f(z,y,2) = xyz.

3.203 Trouver le minimum de la fonction
f:B((0,0,0),1) — R définie par

flx,y,2) =2y +xz+yz.

3.204 Trouver les extrema de la fonction
f:R?® — R définie par

flzyy,2z) =2 +y° +2°

sous la condition
522 + 9y 4+ 622 +4yz — 1 = 0.

3.205 Trouver les extrema de la fonction
f : R® — R définie par

flz,y,2) = 2° + 5y° + 82

sous la condition zy +xz+yz —1 = 0.

3.206 Soit f : R* — R la fonction définie
par

flz,y,z) =92° =242 + 36y — 36z
+ 422 — 72y +118.
1) Trouver le minimum de f.

2) Trouver, en fonction de « € R, la va-
leur minimale de f sous la condition
r—y <.

3) Trouver les extrema de f sous les
conditions z? + 4y* 4+ 2> — 48 = 0
et 22 — 82416 = 0.

3.207 Trouver le minimum de la fonction
f:R® = R définie par
fl,y,2) =2 +y° + 2°

sous les conditions x +y+2z—1=0et
zy—1=0.

3.208 Trouver les extrema de la fonction
f : R® — R définie par
flay,z) =" +y° + 2°

sous les conditions z% +3% 4222 -4 =0
et xyz —1=0.

3.209 Trouver les extrema de la fonction
f:R® — R définie par
flx,y,2) =x+y+=2

sous les conditions
(x—4)+2(y—2)+3(z—3) =0et
(=4 +(@y-2°+(2-32*-1=0.

3.210 Trouver les extrema de la fonction
f :R® — R définie par
f(z,y,2) = xyz

sous les conditions 2% + % 4+ 2% < 1 et
1-— ZSin(x2 +y% + 22) =0.

3.211 Trouver les valeurs extrémes de z
sur la surface

20 +3y° + 2 — 12zy + 42z — 35 = 0.

3.212 Soit o € R. Trouver les extrema
de la fonction f:R® — R définie par

f(x,y,z):ax+2y+z—1

sous les conditions z? + y*> — 1 = 0 et
y+2—1=0.
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3.213 Pour z, y, z > 0, trouver la valeur
maximale de ’expression

TYz
(I1+2)(z+y)(y+2)(z+16)

3.214 Dans le plan, trouver la plus
courte distance entre un point et une
droite.

3.215 Dans l'espace, trouver la plus
courte distance entre un point et un
plan.

3.216 Trouver les
d’équation

axes de Vlellipse

2x2+xy+2y2—1:0.

3.217 Trouver les axes de lellipse dé-
terminée par l'intersection du cylindre
d’équation z* 4+ y> — 4 = 0 et du plan
d’équation x +y + 2z — 2 = 0.

3.218 Trouver les axes de lellipsoide
d’équation

4% +9y° 462> +4dyz —4=0.

3.219 Trouver la plus courte distance de
l'origine a ’hyperbole d’équation

® 4+ 8xy + Ty® — 225 =0.

3.220 Minimiser la distance de P a @Q ou
P est un point de l'ellipse d’équation
2¢% + xy 4+ 2y° — 1 = 0 et Q un point
de la droite d’équation y — 10 = 0.

3.221 Minimiser la distance de P a @ ou
P est un point de l’ellipsoide d’équation
222 + y? + 222 — 8 = 0 et Q un point
du plan d’équation x +y + z — 10 = 0.

3.222 Minimiser la distance de P a @Q ou
P est un point de la parabole d’équa-
tion 2 +y = 0 et Q un point du plan
d’équation x +y — 1 = 0.

3.223 Déterminer parmi les triangles
rectangles ayant la méme aire A, celui
qui la plus petite hypothénuse.

3.224 Déterminer parmi les triangles
ayant le méme périmetre 2p, celui dont
I’aire est maximale.

3.225 Déterminer a l'intérieur d’un tri-
angle donné dont 'aire vaut A, le point
P dont le produit de ses distances aux
trois cotés est maximal.

3.226 Soient P un point du cercle
d’équation

2?4y’ —1=0

et @ = (¢,—2c + 8). Déterminer ¢ de
sorte que la distance de P a @ soit mi-
nimale.

3.227 Trouver le point de lellipse
d’équation (z —4)* +4(y —2)> —4 =0
dont la somme de ses distances aux
deux axes Oz et Oy est minimale.

3.228 Soient
P=(1,1,1) et Q= (2,3,4).

Trouver le point appartenant au plan
d’équation r+y+2z—1 = 0 de sorte que
la somme des carrés de ses distances
aux points P et @) soit minimale.

3.229 Soient P = (0,4) et @ = (5,0).
Trouver le point appartenant au cercle
d’équation 2> 4+y*—1 = 0 de sorte que la
somme des carrés de ses distances aux
points P et @ soit minimale.

3.230 Soient d; la droite d’équation
r+6 = 0 et d2 celle d’équation
x+y—4 = 0. Trouver le point apparte-
nant au cercle d’équation z*+y*—1 = 0
dont la somme de ses distances aux
deux droites di et do est minimale.

3.231 Soient A = (3,-2), B = (5,4),
P = (z,0) et Q@ = (0,y). Maximiser la
somme des carrés des distances de P a
A et de Q a B, sachant que la longueur
du segment PQ vaut 5.

3.232 Trouver le point P de la sphere
d’équation z® +y*+ 2% —1 = 0 de sorte
que la somme de la distance de P au
plan d’équation x +y + 2 —5 = 0 et
du carré de la distance de P au point
A = (0,0,8) soit minimale.

3.233 Trouver parmi les points appar-
tenant a l’intersection de ’ellipsoide
d’équation 2z% + 3% + 52% — 1 = 0 avec
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la paraboloide d’équation z = 2x2 4 3y>
ceux dont la distance a l'origine est ex-
trémale.

3.234 Minimiser la distance de P a @) ou
P est un point de la sphere d’équation
2> +y?+22—3 =0et Q un point de la
droite passant par le point A = (2,3,1)
et parallele au vecteur v = (0,1, —1).

3.235 Minimiser la distance de P a @ ou
P est un point de Pellipsoide d’équation
2 4+4y*+42>—1 = 0 et Q un point de la
droite passant par le point A = (2,1,1)
et parallele au vecteur v = (1,0,0).

3.236 Trouver trois nombres réels posi-
tifs dont le produit vaut 1728 et dont
la somme est minimale.

3.237 Trouver trois nombres réels a, b
et ¢ dont la somme vaut 15, le produit
des deux premiers 36 et pour lesquels
a? + b% 4 ¢ est minimale.

3.238 Montrer que pour z,y,z € R :

3
2 2 2\ 32
yz| < (%) ,

3.239 1) Trouver le maximum de la fonc-
tion f :R™ — R définie par

n
flxi,...,zn) = H:Ei
k=1

sous la condition 1— > 237 = 0.
k=1
2) En déduire que

pour tout x =(z1,...
[JES

< (Y
i v
3.240 Soient «s,...,a, n constantes

non toutes nulles. Trouver le minimum
de la fonction f : R™ — R définie par

,Tn) € R™:

n

n
flxa,...,zn) = Zazi
k=1

n
sous la condition 1— »  axrxr = 0.
k=1

3.241 Soient E un ouvert, (a,b) € E et
f,9 : E — R deux fonctions de classe
C' telles que g(a,b) = 0, g—Z(a,b) #0
et la restriction de f & {(z,y) € E :
g(z,y) = 0} admet un extremum local

en (a,b). Montrer que
V(f + Ag)(a,b) = (0,0)

0f(a,b)

3.242 Soient a€R?*, § > 0 et f
B(a, ) — R une fonction continue que
l’on suppose harmonique dans B(a, ).
Montrer que f atteint ses extrema sur

0B(a,9).

3.243 Soient a€R? 6 > 0 et f,g :
B(a,0) — R deux fonctions continues
que l'on suppose harmoniques dans
B(a, ) et égales sur 0B(a,d). Montrer

que f =g.

3.244 Soit f : R®> — R une fonction de
classe C' telle que pour tout (x,y,z2) €
R3 :

P o
8_ (QJ,y,Z) 47 8y (w,y,z) <0
et o/
- =1.
5, (£:9,2)

En quels points de E = {(m, y,z) € R®:
2 4+22<1,0<y< 3}, la fonction f
atteint-elle ses extrema ?

3.245 Soient E un ouvert borné de R"
et f : E — R une fonction conti-
nue, de classe C' dans E et constante
sur OF. Montrer qu’il existe au moins
un élément a de E pour lequel on a

Vf(a)=0.

3.246 Soient F un ouvert connexe de R"
et f: E — R une fonction de classe C'
telle que pour tout x € E: Vf(x) = 0.
Montrer que la fonction f est constante.






CHAPITRE 4

Intégrales multiples

4.1 Intégrale double sur un rectangle fermé

Soient a < b et ¢ < d quatre nombres réels et f : [a,b] X [c,d] — R une
fonction continue. Alors, les deux fonctions g : [c,d] — R et h : [a,b] — R
définies respectivement par

b d
o(y) = / fy)dz et h(z) = / F () dy

sont continues. De plus,

/cdg(y)dyz/abh(l’)dx-

Définition 4.1 Par définition, le nombre réel

/cdgw)dy:/abh(x)dx

est appelé 'intégrale double de la fonction f sur le rectangle fermé D =
[a, b] x [c,d] et est noté Ip(f).

Par convention, on écrira

(= [ o= [ (/abf(as,y)dx) w=["ay [ seyas
:/bh(a:)d:c:/b (/jf(:c,y)dy) dx:/ab dx/cdf(:n,y)dy

= /f(fv,y)dxdy
D
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Propriétés
Soient f, g: D = [a,b] X [¢,d] — R deux fonctions continues. Alors,

1) Linéarité. Vo, 3 € R :

//D(af-Fﬁg)(l’,y)dxdy=a//Df(x,y)d:L’dy—i—ﬁ//Dg(x,y)da:dy.
2) [ semasa < [[ 5]z,

3)Sif>0:

3 [[ swwdeay o
b) //Df(x,y)dmdy:0<:>f:0.

4)8i f>g:

2) //Df<x,y>dscdyz//Dg(x,wdxdy.

b) //Df<x,y>dxdy=//Dg<x,y>dxdy<:>f:g.

5) Aire(D) = // dedy=(b—a)(d—c).
D
6) Sim = min x,y) et M = ma x,),
) Jin f(z,y) Jnax f(@,y)

m Aire(D) < //D flx,y)dxdy < M Aire(D).

Proposition 4.2 (Théoréme de la moyenne) Soit
f:D=1la,b] x[c,d — R

une fonction continue. Alors, il existe au moins un élément (g, yo) de D pour
lequel on a

//D f(z,y)dedy = f(xo,yo) Aire(D) .

4.2 Intégrale double sur un ouvert borné de R?

Un sous-ensemble D de R? est appelé un rectangle fermé s’il peut s’écrire
sous la forme
D = a,b] x [¢,d]

ou a, b, c et d sont quatre nombres réels tels que a < b et ¢ < d.



Intégrales multiples 99

Nous dirons que (Dk>k cy €st une famille de rectangles fermés quasi
disjoints si pour tout couple d’entiers p # q :

D,ND,=0.

Proposition 4.3 Soit D C R? un ouvert borné non vide. Alors, il existe au

moins une famille (Dk) LeN de rectangles fermés quasi disjoints telle que

+o0
D= Ds.
k=0
De plus, si f : D — R est une fonction continue et bornée,

+oo
Z|ka(f)| < 4+00.
k=0

Proposition 4.4 Soient D C R? un ouvert borné, (Dk)k:eN et (ﬁk)keN deux
familles de rectangles fermés quasi disjoints telles que

+o00 +oo R
U De=D= ] D«
k=0 k=0
et f: D — R une fonction continue et bornée. Alors,
+oo “+o0
> In.(f) =) Ip,(f).
k=0 k=0

Définition 4.5 Soient D C R? un ouvert borné, (Dk)k cy une famille de rec-
tangles fermés quasi disjoints dont la réunion est D et f: D — R une fonction
continue et bornée. Alors, par définition , le nombre réel

+oo
Z IDk (f)
k=0

est appelé 'entégrale double de la fonction f sur D et est noté

// flx,y)dxdy ou encore Ip(f).
D
Ainsi,

In(f) Z//Df(iv,y)dxdyzgfpk(f)-
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4.2.1 Propriétés

Soient D C R? un ouvert borné et f, g : D — R deux fonctions continues
et bornées. Alors,

1) Linéarité. Vo, 3 € R :

//D(af%—ﬁg)(x,y)dazdy:a//[)f(x,y)dxdy+ﬁ//Dg(a:,y)dccdy.
2) ‘//Df(xvy)dxdy‘S//jj‘f(:v,y)‘da:dy.

3)Si f>0:

2) //D f(w, ) dudy > 0.

b) //Df(x,y)d:cdy:0<:>f20.
4)Sif>g:

) [ /D faydedy = [ /D g(z,y) do dy.

b) //Df@,y)dxdy://Dg<x,y)dxdy<:>f:g.

5)Sim = inf f(z,y)et M = sup f(z,y),
(xz,y)€D (z,y)€D

m Aire(D) < //D f(z,y)dedy < M Aire(D).

6) Pour toute famille (Dk)k N de rectangles fermés quasi disjoints dont la
réunion est D, on a

+oo +oo
Aire(D) = // drdy =3 Ip,(1) = 3 Aire(Dy).
b k=0 k=0
7)Si f < g, le volume V de

E={(z,y,2) €R®: (z,y) € D, f(x,y) <z < g(z,y)}

est donné par V = //D (9(z,y) — f(z,y)) dzdy.

8) Si D1 C Dy C R? sont deux ouverts bornés non vides. Alors,

//D1|f(1:,y)]d:r:dy§//DQ|f(:1:,y)|d:chy,
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9) Soit (D) ey une famille de sous-ensembles ouverts non vides et disjoints
de R? dont la réunion est D. Alors, pour toute fonction f : D — R continue
et bornée, on a

//fxydxdy—+oo</ fxyda:dy)

10) Par convention, si la fonction f est continue sur le compact D, on pose

J[ s@navay= [[ swyisay.

Toutes les propriétés données ci-dessus pour / / f(x,y) dz dy restent va-
D
lables pour //_ fx,y)dz dy.
D

4.2.2 Calcul des intégrales doubles

Proposition 4.6 Soient a < b deux nombres réels et ¢, ¥ : [a,b] — R deux
fonctions continues telles que pour tout « € |a,b[ : ®(x) < ¥(z). Posons,

D={(z,y) eR*:a<z<b &) <y<¥(z)}.

Alors, pour toute fonction continue

fiD={(z,y) eR*:a<z<b ®z)<y<¥(z)} >R,

on a

s ([ s f o[

Ay

=
&

l

)

S
I
by
B
S P

H\}

[an}
QF--
[ -



58 Intégrale double sur un ouvert borné de R2

Remarques :

1) Supposons que f,g : D — R sont deux fonctions continues telles que sur
D : f < getposonspoura < (<b:

v (<)
A(¢) = / (9(C,9) — £(C) dy

{(9)

Alors, A(C) est la surface plane obtenue en coupant le corps

E = {(x,y,z) cR?: (z,y) € D, f(z,y) <z<g(ac,y)}

b
par le plan d’équation x = (. Le volume V de E est V = / A(Q) dC.
z=g(z,y) "

Az

) Aine(D) = [[ dxdy—/ dx/

3) Dans le cas particulier, o ®(z) = c et ¥(x) = d, on a bien

//fxyda:dy—/ dx/f:cy

Proposition 4.7 Soient ¢ < d deux nombres réels et , ¥ : [c,d] — R deux
fonctions continues telles que pour tout y € |c,d] : ®(y) < V(y). Posons

D={(z,y) eR*: ®(y) <z < U(y), c<y<d}.

Alors, pour toute fonction continue

fiD={(z,y) eR*: ®(y) <z < Y(y), c<y<d} —>R,

on a
d Y (y) \I’(y)
/ f(x,y)dwdyz/ / f(x,y)dx dy—/ dy/
D c @ (y) o (y)
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by
d __________________
D
Y z=U(y)
e N _____
P
0 €X

4.2.3 Changement de variables

Proposition 4.8 Soient E,D C R? deux ouverts bornés et (p,¢) : E — D

une bijection de classe C'. Alors, pour toute fonction f : D — R continue et
bornée, on a

_ D(p, )
J[ swaasay = [[ st vtu0) | ZED o) dua
0y 0 dy 0
— [ stetuv) vt |52 e - 5 G| w)duds
Cas particuliers : Pour les coordonnées polaires
x = ¢(p,0) = pcost on IK¢y¢)( 6) =
y = P(p,0) = psind, D(p,6) 7

4.3 Intégrale double sur R?

Une famille (Dk)k N de sous-ensembles ouverts et bornés de R? est ap-

pelée un recouvrement régulier de R? si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

1)Vk e N: Dy C Dyys.
2)Vr>0,3 k. €N tel que
{(z,y) eR?:|z| <, |y| <7} C Dy, .
Proposition 4.9 Soient f : R? — [0, +oco[ une fonction continue et <Dk>keN’

(Dk) keN deux recouvrements réguliers de R?. Alors, on a 'alternative suivante :

ou bien les deux suites (dk) et (c/l\k) définies respectivement par

@2/ fmmmwem@Z/Afmwmw
Dk Dk:

convergent vers la méme limite ou bien lim di = lim di = 4o0.
k— o0 k— o0
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Définition 4.10 Soient f : R? — [0, +o00[ une fonction continue et (D)
un recouvrement régulier de R2. Si la suite

(dk -/ | St dy)

converge, sa limite est appelée 'intégrale double de la fonction f sur R? et
on écrit

keN

yy)dedy = lim di = i ,y)dzdy .
J[ tenasay= tm ac= tim [[ gy ey

Pour exprimer que I'intégrale double ci-dessus converge, on utilise la notation

/ flx,y)drdy < +00.
R2

Dans le cas contraire, on écrit / flz,y)dxdy = +o0.
RQ

Proposition 4.11 (Critére de comparaison) Soient f,g : R? — [0, +oo|
deux fonctions continues telles que pour tout (z,y) € R? : 0 < f(x,y) < g(x, ).
Alors,

1) // g(x,y)da:dy<—|—oo:>/ flx,y)drdy < +00.
R2 R2
2) /R2 f(:v,y)dwdyz+oo;5//wg(a?,y)d:vdy=+00~

Proposition 4.12 Soit f : R> — R une fonction continue telle que

//Rz|f(x,y)‘d:cdy<+oo.

(dk -/ [ s dy)

converge et sa limite est indépendante du recouvrement régulier (Dk) ey de
R? choisi.

Alors, la suite

Définition 4.13 Soit f : R? — R une fonction continue telle que

//RZ|f(x,y)‘dxdy<+oo.

Alors, la limite de la suite

(dk -/ UL dy)
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ou (Dk) ren €St un recouvrement régulier de R? est appelée 'intégrale double

de la fonction f sur R? et on écrit

/R2 fz,y)dedy = Jm di = kEI—il—loo/Dk f(z,y)dedy.

Proposition 4.14 Linéarité. Soient f,g : R? — R deux fonctions continues
telles que

//RQ‘f(a:,y)}dxdy<+oo et //RQ|g(a:,y)|dxdy<+oo.

Alors, pour tout couple o et 3 de R, on a
// (af + Bg)(x,y) drdy = a/ f(z,y) dz dy +ﬁ// g(z,y)dx dy.
RQ RQ RQ

Proposition 4.15 Soit f : R?> — R une fonction continue telle que

//RJf(w’y)\dxdy < 400

et supposons qu’a chaque o € R% , on puisse associer une fonction continue
Jo : R — R vérifiant les deux propriétés suivantes :

DYyl <aetz €R:|[f(2,y)] < gal2);

+oo
2) l'intégrale généralisée / Jo(x) dx converge.

— o0

J[ s = [ ([ rwpa)

4.4 Intégrales multiples

Alors,

Un sous-ensemble D de R™ est appelé un pavé fermé (dans R?, on parle
de rectangle fermé), s’il peut s’écrire sous la forme

D = [Cbl,bl] X X [Cbn,bn]

ou les ai,...,an,b1,...,b, sont 2n nombres réels vérifiant pour tout entier
1<k<n:ar<b.

Nous dirons que (Dk)k oy ©st une famille de pavés fermés quasi dis-
joints si pour tout couple r # s :

D.ND,=10.
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Soient D = [a1,b1] X - -+ X [an, b,] un pavé fermé de R™ et f: D — R une
fonction continue. Alors, le nombre réel

/ai" </::1 (( (:1 f(x1,...,xn)dx1) ) d:cn1> dy

est appelé I'intégrale multiple (si n = 2, on parle d’intégrale double et
si n = 3 d’intégrale triple) de la fonction f sur le pavé fermé D et est
noté Ip(f). Ce nombre ne dépend pas de 'ordre d’intégration. D’autre part,
le nombre réel positif V(D) = Ip(1) est appelé le volume du pavé fermé D
(dans R?, on parle d’aire).

A présent, soit D un ouvert borné de R™. Alors, il existe une famille
(Dk)k N de pavés fermés quasi disjoints dont la réunion est D. De plus, si
f : D — R est une fonction continue et bornée, la série numérique

+oo
Z Ip, (f)
k=0

est absolument convergente et sa somme est indépendante de la famille (Dk) N
choisie. Par définition, cette somme est appelée I'intégrale multiple (si n = 2,
on parle d’intégrale double et si n = 3 d’intégrale triple) de la fonction f
sur D et on écrit

+oo
ID(f):/---/Df(xl,...,xn)dxl--»dq:n:ZIDk(f).
k=0

D’autre part, le nombre V(D) = Ip(1) est appelé le volume de D (dans R?
on parle d’aire).

Par convention : Si D C R™ est un ouvert borné et f : D — R une fonction
continue, on pose

/'--/ﬁf(ml,...,xn)dxl‘--dxn:/---/Df(q;l,...,xn)dxl~--da:n.

Maintenant, supposons que (Dk)k ey €St un recouvrement régulier de
R™ (sect. 4.3) et f : R™ — R une fonction continue. Alors, si la suite (Ip, (|f]))
converge, la suite (I Dy, ( f)) converge aussi et sa limite est indépendante du
choix du recouvrement régulier de R™ considéré. Par définition, cette limite est
appelée I'intégrale multiple (si n = 2, on parle d’intégrale double et si
n = 3 d’intégrale triple) de la fonction f sur R™ et on écrit

k——+o0

[ [ s dn e, = i I (7).
Rn

Pour finir, notons que tous les résultats obtenus concernant les intégrales
doubles restent valables pour les intégrales multiples.
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Changements de variables particuliers dans R?

1) Pour les coordonnées cylindriques

z = ¢(p,0,2) = pcost

D
y=1(p,0,z) = psinf  ona (9,¢,6,) (p,0,2) =p
D(p,0,z2)
z=9(p,0,2) =z,
X
ZIN
AN
N
N
Y
_>
4 Y
p /
0 /
:C — — — —
xr
2) Pour les coordonnées sphériques
x = ¢(p,0,7) = psinycost
- _ psinsi Dl v, 9,) _ o
y=1¢(p,0,7) = psinysinfg  ona (p,0,7) = p”sin~y.
D(p,0,7)
z=¢(p,0,7) = pcosry,
fz
N
AN
N
g
[
Y —
4 Y
/
0 /
X
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4.5 Exercices

4.1 Soit D =[0,1] x [0,

I,

Soit D = [0, 2] x [0, 1]. Calculer

// (2 + 32y + y*) dz dy .
D

,1] x [0, Z]. Calculer

2]. Calculer

2a:+y2

xdy.

4.2

4.3 Soit D =

//

Soit D = [0, 7] x [0, 1]. Calculer

// rsinxy dxdy .
D

Soit D = [0,1] x [1,

//

4.6 Soit D l'intérieur du triangle de som-
mets A = (0,0), B = (7,0) et C =
(m,m). Calculer

// zcos(x +y)drdy.
D

4.7 Soit D = {(z,y) € R* :
O<y<e< 7T}. Calculer

/v

4.8 Soit D = {(=,y) € R*:
z>1,y>1, x—l—y<3}. Calculer

/1

4.9 Soit D = {(z,y) € R*:
z>0,y>0, z+y< 1}. Calculer

// 6"2Y dx dy .
D

4.10 Soit D = {(z,y) € R? :
0<z<y<d4z, 1 <wzy<2}. Calculer

// 2y’ dady .
D

xsiny

1+$2d x dy

4.4

4.5 2]. Calculer

dx d
2 4 y? vy

eV dxdy.

_dzdy
m—l—y

4.11 Soit D = {(z,y) € R? :
0<z<y<2z, zy<d4, 2°+y° >4}

Calculer
// x2y dxdy .
D

4.12 Soit D = {(z,y) € R? :
l<z<V2 0<ay<l, m2+y2>2}.

Calculer
2
/ / zy“ dxdy .
D

4.13 Soit D = {(z,y) € R? :
<y <, ac+y—2<0}.Calculer

//l)‘(:c—y)(m+y—2)‘d:cdy.

4.14 Soit D = {xy ) eR?:
r<y, y>zx } Calculer

// rsinydrdy.
D

4.15 Soit D = {(z,y) € R* :
l<ay<2, 2°<y< 2x2}. Calculer

//D(x?’—l—y?’)dq;dy.

4.16 Soit D = {(z,y) € R* :
z>1,4<azy <8 4o —y—4 <0}

Calculer
/ / dx dy

4.17 %mD:ﬁ%meR%
2yt <1, x> %} Calculer

//D(m—y)dwdy.

4.18 Soit D = {(z,y) € R* :
z(lnz — 1)+ 1 <y < Inz}. Calculer

// rdxdy.
D
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4.19 Soit D = {(z,y) € R* :
l<z?+y? < 4}. Calculer

Il

4.20 Soit D = {(z,y) € R* :
1< (z—2)?+y* <4, y > 0}. Calculer

sin(x —I—y)
2 + cos(z? + y?)

dz dy .

// cos(z® +y° — 4z +4) dx dy .
D

4.21 Soit D = {(z,y) € R? :
2yt <4, y> 1}. Calculer

/),

4.22 Soit D = {(z,y) € R? :
> +y*? <36, v > 3}. Calculer

x
——dxdy.
//D (m2+y2)2 R

4.23 Soit D = {(z,y) € R* :
24y’ <l, z+y> 1}. Calculer

I,

4.24 Soit D = {(z,y) € R? :

Y
e drdy.

da:dy
xz +y

224yt —20<0, x> 1}. Calculer
// dwdy
(22 + y?)

4.25 Soit D = {(z,y) € R* :
2yt -2z < O}. Calculer

// zy(z® 4+ y°) dzdy.
D

426 Soit D = {(z,y) e R*:
1 <z?4+9° <4, 0<y<x} Calculer

2 2, .2
// y cos(ac2 +y )dacdy.
D w

4.27 Soit D = {(z,y) € R? :
162 +9y° < 144, 0 <y < z}.

Calculer
/ / rdxdy.
D

4.28 Soit D = {(z,y) € R* :
9z° + 4y < 36, z > 0, y > 0}.

Calculer
// :1:2y4 dx dy .
D

4.29 Soit D = {(z,y) € R? :
4z — 1) +9(y—1)2 <36, y > 1,
xT—y> O}. Calculer

// zydrdy.
D

4.30 Soit D = {(z,y) € R? :
9(x—2)2425(y+1)? < 225, y < —3,
y>—x+ 1}. Calculer

//D(x—z)(yﬂ)?dxdy.

4.31 Soit D = {(z,y) € R? :
?+y® <3\/x2+y2 -3z, x+y > 0}.
dx dy

Calculer
//D Vi +y?

4.32 Soit D = {(z,y) € R? :
> +y? < 2(\/:1:2 + y? +:E)} Calculer

_ dzdy

// )

4.33 Soit D = {(z,y) € R? :
32+ -2y <2 0<y—1<a}.
Calculer

//Dac(y— 1) dxdy.

4.34 Soit D = {(z,y) e R* :
O<—<y<\/1— } Calculer

//D(:U2 + 4y?) dx dy .

4.35 Soit D = {(z,y) € R? :
Pyt <1, 0<y< a:} Calculer

// (2 + y°) Arctg Y dx dy .
D x
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4.36 Soit D = {(z,y) € R :
4y’ <1,0<y< x} Calculer

2
//D (wz + %) sin<2Arctg 3%) dx dy .

4.37 Soit D = {(z,y) € R? :
0<z<V2 0<y< \/g} Calculer
dx dy

I ¢(3+z )

4.38 Soient r > 0 et D = {(z,y) € R*:
2+ y? —rx < 0}. Calculer

/ 2 —x? —y?drdy.
D

4.39 1) Vérifier que pour tout r > 0 :

// e~ @) g dy

B(0,r)

// e~ @) g dy .
B(0,2r)

2) En déduire que
—+ oo
/ e dt = VT
0 2

4.40 Soit D = {(z,y) € R? :
i <z+y<1l x>0 y >0} En
effectuant le changement de variables

IN

U+ v U—v
T = ety = ,
2 2
calculer
// (m+y) dx dy .
D
4.41 Soit D =10,1[x]0, 1[. En effectuant

le changement de variables

2 v
r=u"ety=—,
U

Il

calculer

dx dy
(1+2)(1+xy?)

4.42 Soit D = {(z,y) € R* :
r<y<22 x<y< 2x}. En effec-
tuant le changement de variables

2

T
—etvzy—,
Y T

// Y dady.
Dx

4.43 Soit D = {(z,y) € R? :
P rry+yi<l, y> O}. En effectuant
le changement de variables

u =

calculer

calculer

// e Tty g dy .
D

4.44 Soit D = {(z,y) € R*:
r—1<9y® <z, O<y<2—x}.En
effectuant le changement de variables

Y

etv:y2—x
2—x ’

calculer

2—1—2y — )
// T dx dy .

4.45 %mpzﬂ%mek%
0<V2y<wz 1<z®>—y*> <4}. En
effectuant le changement de variables

u:mQ—ertU:g,
T

calculer

2
/ —sm7r<1—y—> drdy.
x?

4.46 En effectuant le changement de va-
riables

r=pety=ptgh,

1 1 2 2
/w_yZdy gz
¢ o (z2+y?)

calculer

lim
t—0+
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Calculer 459 D = {(z,y) € R* : 2* + ¢ < 4}
Yz et f : R— R} une fonction continue.
4.47 / dx / (1+ y Calculer

// 2f§ +5/( )) dx dy .

1 1
3
4.48 / d:]:/ zye? dy
0 x2
4.60 Soient D C R? un ouvert borné et
4.49 / da / / 4 y f,9: D/—> R deux fonctions continues
et bornées. Montrer que

4.50 d Y fg(z,y) dz dy 2
/ y/ \/1+m2—|—y </D )
: ~ [[ Pepdd [[ e

E /192
4.51 /ﬂdy/ In(1+2>+y%)de. , o
0 Y si et seulement si f et g sont linéaire-

ment dépendantes.

\/_
4.52 / / V1-—az?de. 4.61 Soient D C R? un ouvert borné

et f,g : D — R deux fonctions conti-
4.53 0. nues et bornées. Montrer que pour tout

couple de nombres réels p,q > 1 véri-
2a V20w —a? 9 9 fiant 1 +1 =1 ona
dx (" +y”)dy. P g

/ |fol(z,y) dx dy
D

x 2 2
/ dx/ e < i’// |fIP(z,y) dz dy
1 1—_z2 T2ty D
i
J q dz dy .
; x \// lglo(a. ) do dy
/ x/ :B2+y p

4.54

22— Cette relation est appelée 1'inégalité
/ dx/ 2+y dy . de Hdélder. Lorsque p = ¢ = 2, il
72ty est d’usage de 'appeler 'inégalité de
Cauchy-Schwarz.
Caleuler Iaire de 4.62 Soient D C R? un ouYert born'é
et f,g : D — R deux fonctions conti-
455 D = {(x, y) € R? : nues et bornées. Montrer que pour tout
Yy’ —6r <0, z—y <12, z°+y>>16}. pe[l,+oof:
456 D = {(z,y) e R*: ) )
x <0, y2<m4(x—|—4)}. /D‘f+g‘ (z,y)dxdy <
4.57 Soit r > 0. Calculer 'aire du do-
maine D délimité par la cardioide < 7{’// ’f|p(x,y) dz dy
p(0) = 2r(1 + cos 6). D
P
4.58 Soit a > 0. Calculer 'aire du do- + }(//D‘g’ (z,y) dxdy.
maine D délimité par la lemniscate
plf] = a\/| cos 20|. Cette relation est appelée 1'inégalité

de Minkowsk:.
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4.63 Soient D = [—1,1] x [-1,1] et f :
[—2,2] — R une fonction continue et
paire. Montrer que

//D flx—y)dxdy = 2/02(2—t)f(t) dt .

4.64 Soient f : R*> — R une fonction
continue et F' : R? — R la fonction dé-
finie par

F(x,y):/omdr/oyf(r,s)ds

Vérifier que pour tout (z,y) € R? :

O*F O*F
920y (z,y) = Syon (z,y) = f(z,y).

Calculer

4.65 // In(1 + 27 +y)dmdy.
R2

(1422 +y2)*
// dx dy
R2
467 //
]R2

4.66

(1+22)(1+9y2)
dx dy
(1+24)(1+y*)

2

e T
4.68 dxd
//Rz 14 y? v
4.69 // e @) cos(z® +y*) dx dy.
R2
4.70 )
// 1ty 5 dx dy.
R? (14 y4)(1 +(14+9?) x2)
e /// dxdydz
r+y+z+1)2
est I’mterleur du tétraede de
sommets (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) et

(0,0,1).

4.72 /// x4y )dx dy dz

ou D est lintérieur du tétracde de

sommets (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) et
(0,0,1).
4.73 Soit D = {(z,y,2) € R® :

l<a?+y2+22 < 4}. Calculer

/// dx dydz
Vit 2+ 22

4.74 Soit D = {(z,y,2) € R® :
24yt 22 < 1}. Calculer

/// dx dydz
V(T —2)2 442 +22

4.75 Soit D = {(z,y,2) € R* :
2+ y? <1, 2? +y* + 2% < 4,
z > 0}. Calculer

J[[ zawdyiz.

4.76 Soit D = {(z,y,2) € R® :
0<z<4—2%— yQ}. Calculer

J[] zavaya=.

4.77 Soit D = {(z,y,2) € R” :
rH+y+2<2 22+y’ <1,
P >O}. Calculer

/// Va+y?dedydz.
D
4.78 SoitD {(z,y,2) e R®:

:L‘-l-y <z

///D 2(2® +y*) dedydz.

4.79 Soit D = {(z,y,2) € R® :
w2 4y? < 2z, 22 HyP427 < 3}. Calculer

///D(x+y+z)2dxdydz.

4.80 Soit D = {(z,y,2) € R®:

z,y >0, 2 <2’ +y* <22z +v),
0<z< x+y}. Calculer

1,

Calculer le volume d’un cylindre.

0<z< 3} Calculer

dx dydz

x2 +y?
4.81
4.82 Calculer le volume d’une sphére.
4.83 Calculer le volume d’un ellipsoide.

4.84 Calculer le volume de l'ellipsoide
d’équation z? + 4y% + 922 = 36.
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4.85 Soit o > 0. Calculer le volume
commun aux deux cylindres d’équa-
tion respective

:132+y2:oz2 et 2’ + 22 =a’.
4.86 Soit o > 0. Calculer le volume com-
mun a lintérieur du cylindre d’équa-
tion z? + y? = o? et lintérieur de la
sphére de centre 'origine et de rayon
2a.

4.87 Calculer le volume du domaine
délimité par lintérieur du cylindre
d’équation (z — 1)*> + y*> = 1 et l'in-
térieur de la sphére de centre 'origine
et de rayon 2.

4.88 Calculer le volume du domaine dé-
limité par l'extérieur du céne d’équa-
tion 22 + y? = 2? et lintérieur de la
sphére de centre 'origine et de rayon
r > 0.

4.89 Calculer le volume de

D=
2 2
{(x,y,z)€R3:22<%+%<2z}.

490 En coordonnées cartésiennes, le
centre de gravité G d’un solide ho-
mogene D de densité o > 0 est donné
par

~

Yy
y Yg = = et zg =

Tg = U

<&
S

ou
Tx:/// rdrdydz,
D
Ty:/// ydrdydz,
D
Tz:/// zdxdydz
D
et

Mza/// drdydz.
D

Trouver les coordonnées (zg,yg,z2g)
pour le solide de révolution

D= {(m,y,z) eR®:
x2+y2<z<\/2—x2—y2}.

4.91 Soit r > 0 et désignons par Vi, (r)
le volume de la boule ouverte B, (0, )
dans R™. Montrer, en utilisant 1’induc-
tion, que pour tout entier n > 2 :
Vi (1) = anr™ avec

o 2w 2w
n n—2 " 2
si n est pair
Qp =
2w 27 27 9
n n—2 " 3
si n est impair.

Calculer V4(2) et V5(3).






SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 1

Espace R"

1) Pour commencer, supposons que ‘(x, y>| = ||x]| ||y||- Puisque ||x]|| # 0,

on obtient, en posant A = _<”’;|3|>'2>’

n

Iax =y )" =3 (Aew —w)® = NIxII? — 2A(x,y) + |yl = 0.
k=1

D’ou y = Ax. De plus A # 0 car y # 0. La réciproque est évidente.

n

x+yl|" =D (o +u)” = x|+ 2 y) + [Jy]|”
k=1

D'autre part, [|x+ || = (x| + llyl)* = x[* + 20ix]l lyl + lyll*.

Ainsi,

2) D’une part, |

G, y) = Ikl lyll s

ce qui entraine, d’apres 1), qu'il existe un scalaire A # 0 tel que y = Ax. De
plus, puisque A[|x||? = (x,y = Ax) = |A| |x[|? et [|x]| # 0, on a bien A > 0.
M 1 _ ; <1— 1
1+ x -z I+x—zl| = 1+|x—-yl+ly—z
_ Ax=ylitlly =z _ _lx-yl ly — =]
L+lx—yl+ly—zl ~1+lx-yl 1+|y—z|
En effet, d’apres 'inégalité triangulaire inverse, pour tout entier k € N :

[kl = [1[1] < [l — ]|

1) E=E,E=Rx[0,1] et 9E = R x {0,1}.

2) E = E = F ouvert.

WE=EFE=I{(z eER?: 22 <y<zletdE ={(x,z) eR%2:0<
[1.5) : Y Y :
r<1}U{(z,2?)eR*: 0 <z <1},

2) E = E = E ouvert.

)E=0,E=08E=E.

2) E = E = E fermé.
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1) E=0,FE=0E=EU{(0,0)}.
2) E +# E #F = E n’est ni ouvert ni fermé.

1) Non. En effet, soit a = (3, 3) € E et 6 > 0. Puisque Q est dense dans

. . . . - 1 ) 1 0
R, il existe deux irrationnels r et s vérifiant |7° — §| <5 et !s — 5‘ < 5
Ainsi, (r,s) € B(a,d) et (r,s) ¢ E.

2) Non. En effet, (x; = (k——l&—Q’ k—iz)) est une suite d’éléments de E qui converge

vers (0,0) ¢ E.
3a) E = 0. En effet, soit a = (a1, a2) € FE et § > 0. Alors,

s

ya2 | € E et b€ B(a,d).

3b) Posons

1 1
A:{<n+—,m+—>:n,mEZetp,qu*}
p q

et montrons que E = A. Puisque Iinclusion A C E est évidente, on va démon-
trer I'inclusion inverse. Soit (z,y) € A. Ecrivons = [z]| + 21 et y = [y] +y1. I
nous suffit donc de vérifier que

:rl,yleB:{%:keN\{O,l}}U{O}.

Pour commencer, prouvons ce résultat pour x;. Pour cela, raisonnons par 1’ab-
surde et supposons que x1 ¢ B. Alors, en posant o = min{x — [z, [z] +1— :1:}
et f = min{ﬁ —x1, 1 — %} avec k1 = min{k e N: kx; > 1}, on obtient
que pour § = min{a,ﬁ} > 0, il n’existe aucun élément (n + %, m + %) de E
tel que

ce qui revient & dire que (x,y) ¢ E . D’ou contradiction. De facon analogue,

on démontre que y; € B.
. — 1 1
3c) 8EzEU8EzE={(n+—, m+—) :n, m € 7Z et p, qEN*}.
p q

1) Soit b € B(a, ) et posons § = r—||b—a|| > 0. Alors, B(b,§) C B(a,r).
En effet,
x € B(b,d) = |[[x—al] <|x—b|+|x—a|] <r.

Soit ¢ € {x € R" : |[x —a|| > r} et posons § = |lc —al| —r > 0. Alors,
B(c,6) C {x € R™: [x —a| > r}. En effet,

y € B(c,d) = [ly —al = [lc—al - [ly —c[[ > 7.

Par conséquent B(a,r) et {x € R" : ||x — al| > r} sont des ouverts.
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2) 11 découle de 1) que dB(a,r) C {x € R™ : |x — a|| = r}. Montrons a
présent l'inclusion inverse. Pour cela, soit d € {x € R : ||x —a| = r} et
0 > 0. Alors, en posant d; = d — ;%(d — a) avec f = min{r,J}, on obtient
Ild; —al| = (1 — 2—%)||d —al| <r.Doud; € B(a,r) N B(d,d). Comme de plus
d ¢ B(a,r), on a bien d € 0B(a,r).

3) B(a,r) = B(a,r) U0B(a,r) = {x e R" : [|x —a| < r}.

1) Si E = E, E est fermé car E 'est. Réciproquement,

[e]

E fermé = R" \ E ouvert =(R"\ E)=R"\ E= E =R"\ (R"\ E)=E.
2) Soit F' un fermé contenant E. Alors, E C F. En effet,

XEE=V6>0:0#B(x,0)NECBx§)NF=>xcF=F.

Pour commencer, montrons que £ UF C EU F. En effet,

ac EUF=V5>0:B(a,d))NE#PouVvVd>0:Bad)NF+0
=Vé>0: B(a,0)N(EUF)#0=ac EUF.

Montrons & présent que EUF C EUF. Pour cela, raisonnons par 'absurde et
supposons qu’il existe b € FU F avec b ¢ E U F'. Alors, il existe au moins un
0 > 0 pour lequel

BMb,))NE=0 e Bb,d)NF=0=Bb,J)NEUF)=0=b¢EUF.

D’ou contradiction.

En effet,

acENF=Vi>0: Bla,d)N(ENF)#0
=Vd>0: B(a,0)NE#0et Bla,6)NF #10
—acFetacF=acEUF.

Non. Comme contre-exemple, prendre

E={(z,y) eR*:y>0}U{(0,0)} et F = {(z,y)) eR*:y <0} U{(0,0)}.

F est le plus petit fermé qui contient F' (ex. 1.10) et E est un fermé qui
contient F donc F'. Par conséquent F' C FE.

Soit a € EN A. D’une part, puisque a € A et A ouvert, il existe § > 0
tel que B(a,d) C A. D’autre part, B(a,d) N E # () car a € E. Par conséquent
0+ B(a,0)NEC ANE.

Puisque E est borné, il existe M > 0 tel que x € E implique ||x|| < M.
Supposons & présent que a € E. Comme B(a,1) N E # (), désignons par b un
de ses éléments. Ainsi, |la]| < [la—b| + ||b|| < 1+ M. Autrement dit, F est
bornée.
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16 1)E=R" (R"\ E)=R"n (R"\ (R"\ E))
= (BU(R"\ B)) n (R"\ (R"\ E))
_ (BENE)U <(R”\EO) A (R R E>)> _FUAE.

2) Si OF = (), on sait, d’apres 1), que E = E; ce qui entraine que E est & la
fois ouvert et fermé. Par conséquent £ = R" ou ().

Soit (Ek) req une famille de sous-ensembles ouverts. Posons

E:UEK

Sia € E, il existe au moins un kg € €2 tel que a € Ej,. Ainsi, E}, étant ouvert,
il existe 7 > 0 pour lequel B(a,r) C Ey, C E.

Soient EY, ..., E,, m sous-ensembles ouverts. Posons

m
E=()Ek.
k=1
Sia € F, tous les E}, étant ouverts, a chaque entier 1 < k < m, on peut associer
rr > 0 tel que B(a,r) C Ej. Ainsi, en posant » = min{ry,...,r,}, on obtient

B(a,r) C E.

—+o0
1
Contre-exemple : ﬂ B (0, E) = {0} est fermé.
k=1

Soient F1, ..., F,, m sous-ensembles fermés. Puisque

m m
R\ U A= () (R"\ F)
k=1 k=1
m
est ouvert (ex. 1.18), F}, est fermé.
k=1
+o0 1
Contre-exemple : U B (0, 1— E) = B(0,1) est ouvert.
k=2

Soit (Fk) peq une famille de sous-ensembles fermés. Puisque

R™\ (] B = |J®"\ )

ke ke

est ouvert (ex. 1.17), [\ Fj est fermé.
keQ

Puisque £ C E (ex. 1.13), on a
0E=EN(R"\E) CEN(R"\ E) = 9E.

Non. Contre-exemple : E = B(0,1) U {(z,0) € R*: |z > 1}.
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Découle de la définition du bord. En effet, OF est I’ensemble des é1é-
ments de R™ qui n’appartiennent ni a 'intérieur de F' ni a celui de son complé-
mentaire.

Si x € OF, a chaque entier £ > 0, on peut associer un élément a; de
EﬂB(x, %) et un élément by, de (R™\ E) ﬂB(X, %) Par construction, les deux
suites (ak) et (bk) convergent vers X.

Réciproquement, supposons qu’il existe une suite (ck) d’éléments de F et une
suite (dk) d’éléments de R™ \ E qui convergent toutes les deux vers x. Alors,
pour tout » > 0 :

ENB(x,r)#0 e (R"\E)NB(x,r)#0;

ce qui revient a dire que x € JF.

On va commencer par démontrer que d(FUF) C 0EUJF. Six € 9(EU
F), il existe une suite (aj) d’éléments de E U F et une suite (by) d’éléments
de R™\ (E'U F') qui convergent toutes les deux vers x. Comme de plus, 'un au
moins des deux sous-ensembles {k € N:ay € E} ou {k € N: a; € F'} contient
un nombre infini d’entiers naturels, de la suite (ak), on peut extraire une sous-
suite (akp) qui est : soit contenue dans F soit contenue dans F'. Finalement,
puisque
lim a, = lim by, =x
p—Foo p—toc

et que la suite (by, ) est contenue dans R" \ (EU F) = (R"\ E) N (R" \ F),
onaxéedFUOIF.

Montrons a présent l'inclusion inverse, a savoir : OE U 0F C 0(E U F). Pour
cela, on va commencer par démontrer que OF C 9(F U F). Si x € OF, puisque
OFE C Eet ENF =0, on ax ¢ F; ce qui entraine P'existence d'un r > 0
tel que B(x,r) N F = (). D’autre part, il existe une suite (ck) d’éléments de E
(donc de EU F) et une suite (d;) de (R™\ E) N B(x,r) (donc de R™\ (EUF)
car B(x,r) N F = () qui convergent toutes deux les vers x. Par conséquent
x € 0(E U F). De facon analogue, on démontre que 0F C 0(E U F).

Supposons a présent que E N F # (. Puisque dans la démonstration de ’inclu-
sion 0(EUF) C OEUOF, on n'utilise pas I’hypothése ENF = (), cette inclusion
reste vraie si £ N F # (). Par contre, I'inclusion inverse peut étre fausse. En
effet, comme contre-exemple, il suffit de prendre a € R" et 0 < r; < ro et de
poser E = B(a,r1) et F'= B(a,rs).

Pour commencer, on va supposer que E est fermé. Alors, si (x;) est une
suite d’éléments de F qui converge X, ona x € E = F.

Montrons a présent la réciproque. Pour cela, il nous suffit de démontrer que
E C E. En effet, si x € F, il existe une suite (xk) d’éléments de E qui converge
vers x. Or, par hypothese, x € F.

Soit (ck> est une suite déléments de [a,b] qui converge vers c. Alors,
c € [a,b] et, grace a la continuité de la fonction f, klim fler) = f(e).
— 400

Pour conclure, il suffit d’utiliser I’exercice précédent.
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1) Soit a un point d’accumulation de . Alors, il découle de la définition
de a et de celle de F/, que a € E.

2) Pour cela, raisonnons par I’absurde, et supposons que a est un point d’ac-
cumulation de F et que E ne possede qu'un nombre fini d’éléments. Alors,
en posant r = min{|x —al : x € E et x # a}, on obtient r > 0 et
EnNB(a,r) C {a}. D’ou contradiction.

3) Pour cela, raisonnons de nouveau par I’absurde et supposons que F possede
une infinité d’éléments. Alors, E contient un sous-ensemble {x : k € N} dont
tous les éléments sont distincts. Puisque F est borné, la suite (xk) I’est aussi.
Ainsi, grace au théoreme de Bolzano-Weierstrass, on sait que de (xk) on peut
extraire une sous-suite (xkp) qui converge. Puisque tous les x, sont distincts,
sa limite est un point d’accumulation de E. D’ou contradiction.

D’une maniere générale, si F n’est pas borné, le résultat est faux. Il suffit de
prendre comme contre-exemple E = {(n, 0):n¢€ N}.

4) Pour commencer, supposons que E est fermé et qu’il possede un point d’ac-
cumulation a. Alors, d’apres 1), a€ E = F.

Réciproquement, supposons que E contienne tous ses points d’accumulation et
soit (yk) une suite d’éléments de E qui converge vers y € R™. Alors, ou bien
y est un point d’accumulation de E ou bien il existe kg € N tel que pour tout
entier k > ko : yr = y. Dans les deux cas y € E. Par conséquent E est fermé.

1.30) En effet, E est borné car pour tout x € E : [|x|| < max{|ay|],..., [lay|}
et, puisque chacun des {ay} est fermé,
p
E={ay,...,a,} = U {ar} Dest aussi.
k=1

D’apres I'exercice précédent,

E ={(-1,0), (0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (5,0), (6,0)} est compact.

D’apres lexercice 1.30, E = {(1,—-1), (1,0), (1,1)} est compact.
Puisque E est borné, E est fermé et borné (ex. 1.15) donc compact.

Raisonnons par I'absurde et supposons que (] Ex = (). Alors,
ke

ECR"=R"\ () E.= [ JR"\ E).

ke ke

Ainsi, puisque FE est compact, on sait, d’apres le théoreme de Heine-Borel-
Lebesgue, qu’il existe un sous-ensemble fini 2y de 2 tel que

Ec |JR"\E)=R"\ () Ek;

keQqo ke

ce qui est impossible car ) # ()| Ejx C E. D’ou contradiction.
keQo



Espace R" 77

1.35] En utilisant 1’exercice précédent, on sait que () Ex # () et soit a et b
keN

deux éléments de cette intersection. Puisque klim o, = 0 et pour tout entier
— 400

k:lla—b| <op,ona:a=hb.

Puisque E est fermé, il nous suffit de montrer que E est borné. En effet,
si x € F, il existe un entier 1 < kg < n tel que x € B(ako, %) Ainsi, en
utilisant 'inégalité triangulaire inverse,

1
x| < |lak, || + o <max{|lag||: k=1,....,n} +1.
0

Posons o = inf{|[x —y|| : x € E ety € F}. Alors, il existe une suite
(xx) d’éléments de E et une suite (y;) d’éléments de F telles que

o= lim [xp—ygll.

D’une part, E étant compact, de la suite (xk) on peut extraire une sous-
suite (xkp) qui converge vers un élément a de E. D’autre part, la suite (ykp)
étant bornée (car |y, | < [|xx, || + kap—yka), on sait, d’apres le théoréme
de Bolzano-Weierstrass, que 1'on peut en extraire une sous-suite (ykpq) qui

converge vers b. De plus, b € F = F. Finalement, grace a la continuité de la
fonction f(x) = ||x||,

Ja—bll = lim_[x, i, | = Jim_xy,l =0

En effet, soient a, b € B(c,r). Alors, Iapplication « : [0,1] — B(c,r)

définie par v(t) = bt + (1 — t)a est un chemin de B(c,r) d’origine a et d’ex-

trémité b.

Puisque () Ej # 0, cette intersection contient au moins un élément c.
ke

Soient a,b € E' = ] E. Alors, il existe k1, ks € Q telsque a € Ey, et b € Ey,.

Les deux sous-ensggl%les E), et Ey, étant connexes par arcs, les deux points a
et ¢ peuvent étre joints par un chemin v, de E}, d’origine a et d’extrémité c,
tandis que les deux points c et b peuvent étre joints par un chemin ~, de Ey,
d’origine c et d’extrémité b. Ainsi, 'application ~ : [0, 1] — FE définie par

(t) = v, (2t) site|0,3]
TV w1 site]dn]
est un chemin de E d’origine a et d’extrémité b.

Pour commencer, on va démontrer que Im~ est connexe par arcs. En
effet, soient a, b deux éléments de Im~. Alors, puisqu’il existe ¢, t3 € [0,1]
tels que v(t1) = a et v(t2) = b, 'application ~y, définie par

Y1(t) = (t1 + t(t2 — 1))

est un chemin de Im~ d’origine a et d’extrémité b.
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Montrons a présent que Im -~ est compact. Pour cela, soit (xk) une suite d’élé-
ments de Im~. Alors, il existe une suite (tk) d’éléments de [0, 1] telle que pour
tout k € N: x;, = v(tr). Comme la suite (tk) est bornée, on sait, d’apres le théo-
reme de Bolzano-Weierstrass, que ’on peut en extraire une sous-suite (tk,p) qui
converge. De plus, sa limite ¢ appartient a [0, 1]; ce qui nous permet d’écrire,
en utilisant la continuité de la fonction v, que la sous-suite (xx, = v(tx,))
converge vers (t).

Pour commencer, on va démontrer que E est connexe par arcs. Si a,
b € E, EUF étant connexe par arcs, il existe un chemin v, de EUF d’origine
a et d’extrémité b et posons

r=sup{t €[0,1]:v,([0,t]) CE} et s=inf{te€[0,1]:~,([t,1]) C E}.

Ainsi, il résulte de la définition de r et s, de la continuité de la fonction ~y, et
du fait que E est fermé, que v ([0,7]) et v, ([s,1]) sont inclus tous les deux
dans E.

1) r = 1. L’application v, est un chemin de E.

2)r # 1. Alors, 0 < r < s < 1 et montrons que v,(r), v,(s) € F. En effet,
il découle de la définition de r et s l'existence de deux suites (rk) et (sk)
de [r, s| qui convergent respectivement vers r et s et telles que pour tout
entier k > 0 : v, (7%), ¥1(sx) € F. La continuité de la fonction -, et le fait
que F' est fermé, nous permet de conclure. On a ainsi démontré que v, (r),
v,(s) € EN F. Puisque cette intersection est par hypotheése connexe par
arcs, il existe un chemin v, de E N F' d’origine v, (r) et d’extrémité v, (s).
Par conséquent l'application = : [0, 1] — E définie par

4 (¢) sitel0,r]U][s,1]
() = s (t—r) sitée[rs]

S—rT

est un chemin de F d’origine a et d’extrémité b.
La connexité par arcs de F' se démontre de facon analogue.

Raisonnons par 'absurde et supposons que E n’est pas connexe. Alors,
il existe deux ouverts A et B tels que

E:A1UBl et AlﬂBlz(Z)

avec Ay = ENA#(Det By = ENB # (). Par conséquent Ay = ENA # () et
By = EN B # 0 (ex.1.14) et de plus

E:AQUBQ et AQOBQZ(Z);

ce qui est impossible car F est connexe. D’ou contradiction.

D’une maniere générale, le réciproque est fausse. Contre-exemple : ' = [0,1[U
]1,2] n’est pas connexe mais E = [0, 1] I'est (ex. 1.44).
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Raisonnons par I’absurde et supposons que E est connexe par arcs mais
non connexe. Alors, il existe deux ouverts A et B tels que

E:A1UBl et A1ﬂ31:®

avec Ay = ENA#Det Bl = ENB # (. Soit a € A; et b € By. Puisque
a, b € F et que FE est connexe par arcs, il existe un chemin v de E d’origine
a et d’extrémité b. Posons s = sup {t € [0,1]: 7([0,75]) C Al}. Ainsi, puisque
~(0) = a, v(1) = b et 7 continue, on a : 0 < s < 1 et y(s) ¢ A1 U By ; ce qui
est impossible car v(s) € E = A; U B;. D’ou contradiction.

Tout intervalle I étant connexe par arcs, il est, d’aprés I'exercice précé-
dent, aussi connexe. Supposons a présent que F n’est pas un intervalle. Alors,
il existe a < ¢ < b avec a, b € E et ¢ ¢ E. Par conséquent

E=(EN]—oco,c[) U (EN]c,+0[), a€ EN]—oo,c[ et be EN]e,+oo ;

ce qui entraine que F n’est pas connexe.

Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe deux fermés I et F5
non vides et disjoints tels que £ = Fy U Fy. Alors, A=R"\ F} et B=R"\ F;
sont deux ouverts tels que FENA = F, et EN B = F}; ce qui est impossible
car E est connexe. D’ou contradiction.

Remarque : Pour démontrer cet exercice, on peut utiliser la proposition 1.44.

Raisonnons par ’absurde et supposons que F' n’est pas connexe. Alors,
il existe deux ouverts A et B tels que F = A; U By et A1 N By = 0 avec
Ai=FNA#0et By =FNB#(. Ainsi, puisque F C E,ona ENA # () et
ENB # (. Par conséquent Ao = ENA# (et By =ENB#( (ex. 1.14) et
de plus E = Ay U By et A3 N By = (; ce qui est impossible car E est connexe.
D’ou contradiction.

Cas particulier : F = E.

Raisonnons par I’absurde et supposons que E = | E}), n’est pas connexe.
keQ
Alors, il existe deux ouverts A et B tels que E = A1 U By et A1 N By = () avec

A1 =ENA+# 0 et By = EN B # (). Puisque tous les E} sont connexes, il
existe ki, ko € Q tels que Ey, C A; et Ey, C Bi; ce qui est impossible car
) # Ex, N Ex, C A1 N B;. D’ou contradiction.

1.48) 1) En effet, si a = (a1,a2) et b = (b1,b2) sont deux éléments de E,
lapplication ~ : [0,1] — E définie par

est un chemin de E d’origine a et d’extrémité b.
2) Posons F = EUA ou A= {(0,y) € R? : =1 <y < 1}. Pour commencer, on

va démontrer U'inclusion F' C E. Puisque E C E, il nous suffit de vérifier que
A C E. En effet, si (0,b) € A, la suite (x) définie par

1
= b
h (Arcsinb+ 2k + 1)’ )
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est une suite d’éléments de E qui converge vers (0, ). D’ott (0,b) € E. Montrons
a présent I'inclusion inverse. Pour cela, soit (¢,d) € E. Alors, il existe une suite
((ck,dk)) d’éléments de E qui converge vers (c,d); ce qui revient a dire que

lim ¢, =c¢>0et lim sinL =d. Par conséquent ou bien ¢ > 0 et sin 1 —yg
k—+oco k— 400 Ck ¢

oubienc=0et —1 <d <1.Dou (¢,d) € F.

3) Puisque FE est connexe par arcs, il est connexe; ce qui entraine que E
I'est aussi. Montrons & présent que E n’est pas connexe par arcs. Pour cela,
raisonnons par l’absurde et supposons qu’il I’est. Alors, il existe un chemin
~ = (y11,7%) de E dorigine (0,1) et d’extrémité (1,sin1) et posons a =
inf {r € [0,1] : v1([r,1]) > 0}. Ainsi, il résulte de la définition de o et de la
continuité de la fonction v1, que 0 < o < 1 et y1(a) = 0; ce qui nous permet
d’écrire, grace au théoreme de la valeur intermédiaire, que pour tout entier
kE>0:

Ainsi, en désignant par 5 # 72 () un nombre compris entre —1 et 1, il découle
de l'inclusion ci-dessus, qu’a tout entier £ > 0, on peut associer un élément ¢
de }a, o+ %} de sorte que 2(tx) = B; ce qui entraine, grace a la continuité
de la fonction 72, que v (a) = kll)rfoo v2(tx) = (. D’ou contradiction.



SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 2

Fonctions de plusieurs variables

N’existe pas car lim ft,0)=1#—-1= lim f(0,t)

22 — 42
avec f(x,y) = Z T
, 2 _ 2 22 — 2
2.2 V(r,y) eR 0,0)¢ : |z <lry|= lim =z =
(2.9) € RN{(0,0)} + |ay 3| < eyl = lm | ay—5— 5
(2.3] N’existe pas car 7}ir% ft,0)=0+# —-1= }iH(l) f£(0,1)
23 — g2
avec f(x,y) = m
V(z,y) € R*\ {(0,0)} :
w3 +y3 | 2P|+ 3y z? + 9P
< x| + = lim
22 +y? T . N E

V(,y) € R\ {(0,0)} :

1
N’existe pas car }iH(l) f(t,t) = 3 #0 = 1%in(l) f(t,0) avec f(z,y) =

VY (z,y) € R*\ {(0,0)} :
$2y2 $2 $2y2
0< = 2<y? = i =0
=24yt 21yt T T aymi00) 22 1 4

Y (z,y) € R? \ {(0,0)} :

sin xy |xy| < o] = _sinzy _0
> S| .
Vit +y?| T el y? e to P+ g
N’existe pas car }in% f(t,t) = 5 #0= %in(l) f(t,0) avec f(x,y) =
hml_COSt:1:> lim 1 —cos /22 + y? :1'
t—0  t2 2 (z,9)—(0,0) r? + y? 2

z?siny

x2+y2

x? sin y _

|siny| < |y| = lim

T2ty (z,y)—(0,0) T2 + Y2

Ty
2 + y2'

sin ry
2 + y2 :
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sin z? + sin 2zy + sin >

_ @+ 20yl 497 (|w|+|y\)

2.11) V(z,y) € R*\ {(0,0)} :

4 $2 _|_y2
Va2 + 2 V2 + 2
. lim sin m2—|—sin 2z y+sin y2 -0
(,5)—(0,0) Va2 y? '
V(z,y) ER%? avec 0 < /22 +9y2 < T :
2
sin ' sin y |zy| < a2 +y? y _sinzsiny
im

= 0.

tg /2?2 +y? | tg 1?4+ y? tg\/ﬁ—l—y (:c,y)—>(00) tg v/ 22 + y?
N’existe pas car %in% f(£0)=0+#1= %ir% f(0,t)

25 4y
sin?(z2 + y2)
v (2,y) € B2\ {(0,0)}
sin z? siny' _|sina?| sinaz?siny
22 +sh®y| 22 +sh?y

avec f(x,y) =

siny| <ly|= lm —————==
[sing] <y (@,9)—(0,0) 22 4+ sh? y
Rappel : ¥ (z,y) € R? : sha? > 22 et sh?y > y2.

V(zy) € B2\ {(0.0)}

‘ 2,2

Ty sin xy Ty sin xy

shz? + sh?y

v (z,y) € R*\ {(0,0)} :
Ty |z

. LY
= y <lyl= lim ———=0.
V2 4+ y? «/xQ—l—yQ’ <yl (2,y)—(0,0) \/x2 + y?

V(,y) € B\ {(0,0)} :

LY <y’= lim =0.

Tt ty? T (@,9)—(0,0) sh 22 4 sh’ y

sinzthy || sinzthy
< lyl < [yl = =0.
Va2 +y? Va2 + 2 4)—(0,0) /22 + 92
4_ .4 2, .2
908 lm - Y~ hm TV 22—

(z,9)—(0,0) sin(x2 + y2)  (z,9)—(0,0) sin(x? + y?)
V(z,y) e R? avec 0 < a2 +y* < § :

(2? +y?)
~ tg(x? + y?

|scy]3 = lim :c3y3 —sin(x2 )
) (2,y)—(0,0) tg(x? +y?)

3 3Sin($2 - y2)

—0.
tg(xz? + y?)

X

sint _ sin(x? + y?)
Hlim—=1= lm ———=1.
2200 1) 120 sht (z,y)—(0,0) sh(z? + y?)
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2)¥ (x,y) € B2\ {(0,0)} :
2 siny % + 9 Isiny| = lim z?siny
1 S —
= sh(@@+ g?) T )00 sh(a? 1 42)

sh(z? +y?)
sin(z? +y?) + a?siny )

Finalement, lim
(2,9)— (0,0) sh(x? + y?)

¥ (z,y) €R*\ {(0,0)} :

x4tgxy x? 9

ey :x2+y2x |tg zy| =
V(z,y) € B2\ {(0,0)} :

22 tgy x? z’ tgy
x? 4 y?

= tgyl = i B LA
x? 4+ y? Iteyl (w)lin(o,()) r? 4 y?
1)V (2,y) € R*\ {(0,0)} :
2 2 2 2

T“siny T4+ y Isiny| = ! T“siny
sin im @ ——
sin(z? + y?)| ~ sin(x? + y?) Y (z,9)—(0,0) sin(z? + y?)
Arctg2t , Arctg 2(z? + y?)

im——— =2= 1 =2
) 100 sint (m,y)1—>rn(0,0) sin(z2 + y?)

A 2 2 2 92 .
Finalement, lim retg (33 +y*) +2°siny _y

Y(zy) € B2\ {(0,0)}

N
N
fury

z? tg xy
1m —_ =
(z,y)—(0,0) 22 + y?

N
)
X

0<

E

[\)

2
| < |z| = i Y thy?=0.

5592 2 ! im
z2 4 (2,y)—(0,0) 22 + y4

x2 +yt

In(1 4t Inv1+a2+y2 1
535 lm U tD gy, DVIt24yr 1
t—0 sht (z,)—(0,0) sh(a:2—|—y2) 4

In(1 +¢ Iny/1+ /22 + (y— 1)
AL G ) B \/ _
2.27

<

1
. m 9°
t—0 sint (z,y)—(0,1)  sin/x? + (y — 1)4 2

V(z,y) € R*\ {(0,0)} :

1
e /w2+y2 e /x2+y2
0< —————<6ya2+y2=> lim ————=0.
z2 + 92 (z,y)—(0,0) a2+ y?

6_ .',U2+y2
sin \/x2 + y?
6_w2+y2

= lm ——F—==0

(z,y)—(0,0) sin \/W N
Rappel : tli%l+tlnt =0.

2.28) V(z,y) € R?\ {(0,0)}: 0 <

/I‘2+y2 5
/ + 2
= sin\/m ) y

‘(332 + y?) In(z? + yz)}

| =

V(z,y) € R*\ {(0,0)} : 0 < |zyIn(z® + y*)| <

= lim zyln(z? +4°)=0.
(z,9)—(0,0) y In( v)

83

=0.
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. In(1+41) , In(1 + 22 + y?)
2300 1) lim———2 =1= | =1.
) 150 sint (m,y)l—>rn(0,0) sin(x? + y?)
In(1 In(1 + z* + ¢*
o) tim BT gy, DU EY)
t—0 t (z,y)—(0,0) x4 + y4
.1'4 + y4

3) = 0 car pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)} :

lim _
(2,9)—(0,0) 2 + 12
$2+y2 — x2+y2

1+ a2t +yt
2 ! 1+ 22 +y?
4)V(xz,y) € R 0,0)¢ : -

) (37 y) \{( )} s1n(x2+y2)

(1 +at+yt) 2t oyt 2?4 yP In(1 + 22 + y?)
B zt + oyt 22 + y? sin(z? + y?) sin(z? + y?)

BN
Finalement, lim -
(2,y)—(0,0)  sin(z? +y?)

0< §x2+y2.

=—1.

= 1.

In(1+t¢ In(1 + 22 + 42
231 1) tim mUFED L gy, MUY
t—0 t (z,y)—(0,0) x? + 12

: _ . 2, .2 2,2\ _ ;
2) tl_1)r51+tlnt =0= (x,y%lin(o,o)@ +y“) In(z° + y°) = 0. Par conséquent

A (2 1 g2
P et )

=0
(z,y)—(0,0)  x2 4 y?

yt ln(x2 + y2)

car pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)} : < ‘(1‘2 + %) In(z? +y2)| .

x2 +y2
In(1 2 2 41 2 2
Finalement, lim n(l+a”+y°) +y n(a”+y°) =1.
(,4)—(0,0) x? +y?

2.32) V(z,y) € R?: 20 445 = (22 +4?) <(I‘2 — y2)2 + :L‘2y2)

I (¢! —y") +sin2(2? +y?) 2 2)2 2,2
= lim In <1 + (22 — . )
(z,9)—(0,0) (25 + yb) ( y?) Y

2
sin 2(2 + yz)) In (1+ (2% = y?)° +a%?)
2 + y2 (372 o y2)2 N x2y2

= 2.

= lim ((332—3/2)+

(z,9)—(0,0)

2.33) V(z,y) €R®: 0 <1~ cosy/|ay| = 2sin’ \/?l = |x2y|
x|
=V (z,y) € R*: |f(a, §|—=> lim z,y)=0.
(z,y) [f@y)] <5 o o f@y)
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t
li =1=13 0 <1 tel t <4 <
tgl(l)Arctgt =30 <o Ttelque VO <t] < 'Aretgt‘ -
sin ry Y
v R x R* Vi +y?<o: < <2
=V (z,y) € R x R* avec /a2 +y? < Arctgy‘ < ‘Arctgy |z| < 2|x|
=V (z,y) € B((0,0),6) : |f(z,y)| <2[x| = o 2 o f(@ ) =0,
th
2.35) V(z,y) € R x R*: ‘ Y < ||
Y
= V(z,y) €R*: |f(z, )| < |zl = lim  f(z,y) =0.
(2,9)—(0,0)

1

1 1
2.36) V(z,y) e R* xR*: ‘—e =y | < 22|y
Y

=V (z,y) €R*: |f(z,y)| <2®ly|= lim  f(z,y)=0.
(z,y)—(0,0)

1

y -4 1

~ e z° e 22° < 12$2
CCQ 2

o3

272

<

=V (z,y) € R x [%,;] : |f(:c,y)| <122 = lim f(z,y) =0.

(,9)—(0,1)
Y _ 1
2.38) V(z,y) eR*" xR: |Ze lel] <2Jyl
X
=V (z,y) €R*: |f(z,y)| <2ly/= lim f(z,y)=0.
(2,9)—(0,0)

int
Soit6>0.}ir%%:1:>30<5<1telqueV0<]t\<6:

sint
__1‘<5.
t

Ty
entraine que pour tout (z,y) € B((0,0),9) : ’f(:c,y) — 1| < e.
Dou lim f(x,y) =1.

Ainsi, pour tout (z,y) € R* x R* avec /22 + 9% < ¢ : )M — 1‘ < e; ce qui

(z,y)—(0,0)
int t
Soit € > 0. %ir%% =1et }iI%Tt = 1. Alors, il existe 0 < § < 1 tel
— —0 S
que pour tout 0 < [t| <4 :
sint € t €
U< et |——1] <=,
t ‘ 3 sht ‘ 3

Ainsi, pour tout (z,y) € R* x R* avec /22 +y?2 <0 :

sin ry sin ry T oy ( T ) Y Y
— — 1| = -1 —1) — — -1
shxshy | '( xy ) shz shy+ shx shy+<shy )|

Y
— -1l <e;
shy ’

sin xy
Y

1‘+’i—1)+

ce qui entraine que pour tout (z,y) € B((0,0),6) : |f(z,y) — 1| <e.

D’ou lim xr,y) = 1.
(wyy)—>(070)f( 2



86 Solutions

N’existe pas car %iH(l) ft,t)=0#1= %iH(l) f(t,t3).

9.42) 1) lim f(t,at) = li 2 _
. 11m = 11m —-— - =
t—0° @ t—0 1 + a’t?

2) N’existe pas car %iﬂ(l) fit,t)=0#1= }iﬂ(l) f(t2,1).

SR A2 2727
SN\ =

>,
NS o
&

KLY s 0//4;’:#::....‘.:.
\‘\‘\“&‘hgf s

2.43) 1) La fonction est continue en tout point (a,b) € R x R™.

2) La fonction f est discontinue aux points de la forme (a,0) avec a # 0 car
lim f(a,t) = a® # 0 = f(a,0).

3) La fonction f est continue en (0,0). En effet, pour tout (z,y) € R x R* :
1 2 2
Y+ ; Arctg(z®y)| < |y| + == ;

ce qui entraine que pour tout (z,y) € R? : ‘f(x,y) — f(0,0)| < |y| + z2.

1) La fonction est continue en tout point (a,b) € R x R*.

2) La fonction f est discontinue aux points de la forme (a,0) avec a # 0 car

lim f(a,?) = a # 0 = f(a,0).

3) La fonction f est continue en (0,0). En effet, pour tout (z,y) € R x R* :

<|z|;

1
7 th(zy?)

ce qui entraine que pour tout (z,y) € R? : ‘f(:c,y) - f(0,0)| < |z|.
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1
Rappel : Vs € R* : Arctg|s]| +Arctg‘—| = g
s

1) Puisque pour tout (z,y) € R*xR* :

2 (5 d tgt|3
flz,y) = —y/ s~ = 2 Arctg - ’
T Jz 2 2 Y Yy |z
cos“t | tg"t + — 6
x

zV/3 yﬁ y
Arctg —— — Arct Arctg =—— — Arctg ,
( *7y 3 y\f © *2V3

la fonction f est continue en tout point (a,b) € R* x R*.

o))

2) La fonction f est discontinue en (0,0) car lir% f(s,s) = % # 0= f(0,0).
S—

3) Soit a # 0. Puisque pour tout (z,y) € R*xR :

e - 1) <2]Y] (V3 %),

la fonction f est continue en tout point (a,0).

4) Soit b # 0. Puisque pour tout (z,y) € R x R* :

(5-%)

la fonction f est continue en tout point (0, b).

Rappel:tlir%tln\t] =0=30<d<1telqueV0O<|t| <0: ’tln]tH < 1.

|f(z,y) — f(0,b)] < 2 "

1) La fonction f est continue en tout point (a,b) € R* x R*.

2) La fonction f est continue en (0,0). En effet, pour tout (z,y) € R* x R*

avec /a2 +y% <9 :

xy In

X
1= lzyIn|z| — zyIny|| < |z| + |yl ;

ce qui entraine que pour tout (z,y) € B((0,0),6) :

| f(z,y) = f(0,0)] < || + 1yl

3) Soit a # 0. Montrons a présent la continuité de la fonction f en (a,0). En
effet, soit € > 0. Alors, il existe deux nombres réels i, M > 0 tels que pour
tout (z,y) € R x R" avec \/(z —a)?2+y2 < p:

€

O<lal<lal+1, [ehjall <M, Wl<gy et |yl < gy

ou encore

xy In

gH < Jyl[zln|2]| + |zl|yIn |yl <

ce qui entraine que pour tout (x,y) € B((a, 0), ,u) : |f(m, y)— f(a, O)| <e
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4) Par une démonstration similaire & celle ci-dessus, on prouve que la fonction
f est continue en (0,b) avec b # 0.

2.47) 1) La fonction f est continue en tout point (a,b) € R* x R.
2) Soit b € R. Puisque pour tout (z,y) € R? :

| f(z,y) — £(0,b)] < |z]e?,

la fonction f est continue en (0,b).

Raisonnons par ’absurde et supposons qu’un tel « existe. Alors, il existe
deux nombres réels §, M > 0 de sorte que pour tout (x,y) € B((O, 0), 25) NE :

}f(:r;, y)| < M; ce qui est impossible car

lim f(dcosf, dsinf) = lim = +00.

=%~ =%~ \/\/iésin (%—9)

D’ou contradiction.

Pour commencer, supposons que la fonction f est continue en (0,0).
Alors, puisque  lim  f(z,y) = 0, on doit avoir

(z,y)—(0,0)
i (L1 L 1\G T3 .
im ) =— lim (= —_0n-
n— 400 n’ B/n 27 n—+oo \ n ’
. “ a7 (0%
ce qui entraine que — + — — v > 0.
1 2

Pour montrer la réciproque, il suffit de constater que pour tout (x,y) € R? \

{(0,0)} :
(JofPr) v (Jy|%=) 5
(217 + [91%)”

(21 + ly)%) B (|l + [y)) B
= (217 + [51%)"

[f(2,9) = £(0,0)] = | f(z,9)] =

= (o + gl B

Montrons que la fonction g(x) = x répond a la question. En effet, soit
a € R. Alors, pour tout (z,y) € R x R* :

dH

ce qui entraine que pour tout (z,y) € R? : |f(z,y) — a| < |z —a| + |y|.
Montrons que la fonction g(r) = L5 répond & la question. En effet,

1422
soient a € R et € > 0. D’une part, il découle de la formule de MacLaurin

<l|v—al+yl;
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appliquée & la fonction In(1+t), qua chaque élément (z,y) € B((a,0),d) avec
y # 0, on peut associer 6, , € |0, 1] tel que

1l 1+€y—1 1

_n R—

Y 22 +1 a? +1

ev—1—y 1 (e¥ —1)° 1 Lo 1
y  a?+1 20 (142240, (v —1)° 22+1 a®+1°

D’autre part, il existe deux nombres réels §, M > 0 tels que pour tout (x,y) €
B((a,()),5) avec y # 0,

2

ey —1— € ey —1 € 1
y’< , ( ) < et 5 <M

Y 3M 2y 3M (1+$2+0x,y(ey_1))
et tout |[x —a| < ¢ :
1 1 € 1
— < - et —— <M.
2 +1 a2+1‘ 3 © 2 +1

Ainsi, en constatant que pour tout (x,y) € B((a, 0), 5) avec y # 0,

1l 1~|—ey_1 ! <e

J— n J—

Y 2 +1 a?2+1|~ 7’

on obtient pour tout (z,y) € B((a,0),0) : ‘f(x,y) — f(a, O)} <e.

Soient a € R et h : R — R la fonction définie par h(z) = ze®. En
constatant que lim f(z,a) = h'(a), 'unique choix pour g est

glx) =N'(x) = (1+z)e”.

Reste a démontrer que g est bien la fonction cherchée. En effet, d’apres le théo-
réme des accroissements finis, & chaque élément (z,y) € R?, on peut associer
0z, €10, 1] tel que h(z) —h(y) = W' (y+6y,,(x—y))(z—y); ce qui nous permet
d’écrire que

o) — flaa) { Zi((if_@;f(ﬁf —y)) =1 (a) :i : 7 z

Par conséquent  lim  f(z,y) = f(a,a).

(z,y)—(a,a)

Montrons que la fonction g(x) = % répond & la question. En effet, soit

a € ]0,1[ et € > 0. Alors, il existe 0 < § < min{%, 1_7“} tel que pour tout
O<|t|]<det|z—al<d:

€
— et
2

t
__1‘<M;
tgt 21/2



90 Solutions
ce qui entraine que pour tout (z,y) € B((a, 0), 5) avecy # 0 :

Cren 1)}+(%—%)\

<

y cotg (yv/z) — %

'tg (yv/'z) |f

Par conséquent pour tout (z,y) € B((a,0),9) : |f(x,y) - f(a,())’ <e

2.54] 1) Puisque pour tout = € R* : lirr(l)f(x,y) = 0 et tout y € R* :
y—)

lim f(z,y) =0, on a

z—0

}:11% (hm f(z, y)) 0 et ?}12% <3171L% f(z, y)) 0.

2) Non car 7yn(l) f(t,t) =1.

2.55] 1) Puisque pour tout x € R* : lin%)f(x,y) = 0 et tout y € R* :
y—)
lin%) f(z,y) =0, 0n a

lim <hm fla, y)> —0 et lim (hm f(z, y)) 0.

x—0 y—0 \z—0
2) Non car 7111% ft,t) ==

Az=f(m,y) Y

Pour tout 0 < |z| # ﬁ avec k € Z : lir% f(z,y) n’existe pas car
y—?

1 1 2
1 — | = —#0= 1 — |;
n—1>£{loof(x 2n7r> TS 7 n—l}foof( " (2n + 1)7T) ’

ce qui implique lim (lim f(x, y)) n’existe pas.
rz—0 ‘y—0
De méme lin%)(lim f(x,y)) n’existe pas.
y—

Par contre, lim f(x,y) =0 car pour tout (z,y) € R? : |f(z,y)| < (z +y)*

$y—>
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Pour tout z € R* : lin%) f(z,y) n’existe pas car
y—)

1 2
lim f(a:,—)zx;éO: lim f(a;,£>;
n—-4oo n n—-+o0o n

ce qui implique lim (lim f(x, y)) n’existe pas.
z—0 ‘y—0
De méme lim (hm (x,y)) n’existe pas.
y—0\x—0

Par contre, ( lir)n Of(:c,y) = 0 car pour tout (z,y) € R? : ‘f(:v,y)} < x| + |yl
T,y)—

2.58) En effet, puisque pour tout y > 0 :
1 2 2.1
/ 2eye” * Ydr = —e " y}o =1—eY
0

et tout z € R: lim 2zy e~V = 0, on a
y—+oo

1 1
lim 2xy e Y dy = 1 #0= / < lim 2xy e_x2y> dz .
Yy——+00 0 0 Yy——+00

2.59) 1) Puisque pour tout 0 < x, y < 1: 2%y — y?x = xy(z —y) < y(1 —vy),

on obtient que

1
max xzy — y2x =—.
0<z,y<1 4

Ce maximum est atteint pour z =1 et y = %

2) Soitf:Ez{(:L’,y,z)eR3:O§x, y,zgl}—>R1af0netiondéﬁniepar
flz,y,2) = 2%y + y?2 + %0 — 2%z — y?z — 2%y
=2?(y —2) +a(2* —y*) + (y°2 — %)
=(y—2)(2* —(y+2)r+yz) = (z—y)(z —y)(z —2)
et posons
a=1—y, b=1—2z et c=1—=x.

Puisque la fonction f est continue sur le compact E, elle atteint son maximum.
Comme de plus f (%, 0, 1) = i > 0, ce maximum est strictement positif. Il nous
faut donc considérer uniquement les trois cas suivants :

a) 0<z<y <z <1 flz,y,2)=(@—-y)(z—2)(y—2)

<@ -y)1=-2)(y—2)=ablb—a);
b)0<y<zxz<z<l1 f(zx,y,2)=(z—2)(z —y)(x —y)

<1 -2)1-y)(z—-y)=acla—c);
)0<z<z<y<l f(z,y,2)=(y—2z)(y—2)(z—2)

<(1—-z)(1—-2)(z—x)=bc(c—0D).
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Finalement, on peut conclure, grace a 1), que le maximum cherché vaut i et
qu’il est atteint aux points suivants :

1 L 0 ! 0,1 t 0,1 L
) 27 ) 27 ) e ) ) 2 '
En effet, la fonction f est le produit de 2 fonctions continues.

Soit x € E. Alors, il existe une suite (xk) d’éléments de E qui converge
vers x. Puisque les deux fonctions sont continues sur E et coincident sur F,
on a

f(x) = kgrfoo f(xk) = kggloog(Xk) =g(x).

Soit x € E. Alors, il existe une suite (xk) d’éléments de E qui converge
vers x. Puisque les deux fonctions sont continues sur E et f < g sur E, on a

fx) = lim f(x) < lim g(xi) = g(x).

En effet, soient ¢ > 0 et a € A = |J Ag. Alors, il existe kg € Q tel
ke
que a € Ay,. Puisque Ag, est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C Ag,.

Finalement, la restriction de la fonction f a Aj, étant continue, il existe 0 <
§ < r tel que pour tout x € B(a,d) : |f(x) — f(a)| <e.

Non. Posons By, = {(O,y) ty € ]R}, pour tout K € R : By = {(x, kx) :
z € R} et soit f: R? — R la fonction définie par

y
= siz#0
flay) =4 2
0 siz=0.
Puisque f(x,kx) = k*2? est la restriction de f & By, elle est continue. De

méme, f(0,y) = 0 qui est la restriction de f & By, est continue. Par contre, la
fonction f n’est pas continue sur

R2:<UB>UB
k o’}

k=—oc0
car elle est discontinue en (0,0). En effet, 7}in% f(t?2,t) =1#0= f(0,0).

Si E =0, il n’y a rien & démontrer. On va donc supposer que E # () et
soit a € F. D’une part, puisque I est un intervalle ouvert, il existe { > 0 tel
que }f(a) -, f(a) —I—C[ C I. D’autre part, la fonction f étant continue en a, il
existe 0 > 0 tel que pour tout x € B(a,d) : f(x) € ]f(a) —C, f(a)+ C[. D’ol
B(a,d) C E. Par conséquent E est ouvert.
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Si E =0, il n’y a rien & démontrer. On va donc supposer que E # () et
soit (Xk> une suite d’éléments de E qui converge vers x. Puisque f est continue

en x et / un intervalle fermé, on obtient que la suite (f(xj)) converge vers f(x)
et que f(x) € I. D’ou x € E. Par conséquent E est fermé.

1l suffit de poser h = f — g, I = {0} et d’utiliser ’exercice précédent.

En effet, soient ¢ > 0 et a € R". Ainsi, puisque E; = {x € R" :
f(x) < f(a) + &} est ouvert et que a € Fy, il existe d; > 0 tel que pour tout
x € B(a,61) : f(x) < f(a) +¢e. De méme, By = {x € R": f(a) —¢ < f(x)}
étant aussi ouvert et a € Fs, il existe d2 > 0 tel que pour tout x € B(a, ds) :
f(a) —e < f(x). Par conséquent, en posant 6 = min{dy,d2}, on obtient que
pour tout x € B(a,d) : |f(x) — f(a)] <e.

En effet, soit (yk) une suite d’éléments de Im f. Alors, a chaque entier
k > 0, on peut associer au moins un élément x; de E tel que yr = f(xk).
Ainsi puisque E est compact, de la suite (xk) on peut extraire une sous-suite
(xkp) qui converge vers un élément x de F'; ce qui entraine, la fonction f étant
continue, que la sous-suite (ykp) converge vers f(x) qui est, par définition, un
élément de Im f.

Raisonnons par ’absurde et supposons que Im f n’est pas un intervalle.
Alors, il existe ¢ € R pour lequel By = {x € E: f(x) <c} #0, B> = {x €
E: f(x) > c} # 0 et E = Ey U E,. D’autre part, en utilisant la continuité
de la fonction f, & chaque élément x de E, on peut associer dx > 0 tel que
E N B(x,0x) est inclus dans F; si x € E; et dans Es si x € Es. Ainsi, en
posant

A= | B(x,0x) et B= |]J B(x,0x),

x€k, x€FE>

on obtient que A et B sont deux ouverts et que B4 = ENAet B = ENB; ce
qui est impossible car E est connexe. D’ou contradiction.

2.71] D’apres l'exercice précédent, on sait, puisque E est connexe et f conti-
nue, que Im f est un intervalle. Comme de plus f ne s’annule pas, Im f est un
intervalle qui ne contient pas 0. Autrement dit, la fonction f garde un signe
constant sur E.

D’apres I'exercice 2.70, on sait, puisque F est connexe et f continue,
que Im f est un intervalle. Comme de plus f (a) f(b) <0, Im f est un intervalle
contenant 0. Autrement dit, la fonction f s’annule au moins une fois dans F.

En effet, puisque que pour tout scalaire ¢ > 0 et tout x € R" :
f(tx) = f(x), on obtient, grace a la continuité de la fonction f en 0, que

f(x) = lim f(tx) = f(0).

t—0+



94 Solutions

Raisonnons par l'absurde et supposons que la fonction f n’est pas
constante et soit b € E. Alors, {x € E : f(x) # f(b)} # 0. Désignons par E;
cet ensemble et par Fy = F '\ E;. Ainsi, puisque f est localement constante, a
chaque élément x de F, on peut associer dx > 0 tel que F N B(x, 0x) est inclus
dans F; si x € Eq et dans Fs si x € Fy. Ainsi, en posant

A= | B(x,0x) et B= |]J B(x,0x),
xekq xe ks
on obtient que A et B sont deux ouverts tels que F1 = FNAet By = FENB,;
ce qui est impossible car F est connexe. D’ou contradiction.
2.75] 1) Pour commencer, on va supposer que d(x, F') = 0. Alors, il existe une
suite (ak) d’éléments de F telle que i} lim Hak — x” = 0; ce qui revient a dire
—+o0
que la suite (ak) converge vers X ou encore que X € F.
Supposons & présent que x € E. Alors, il existe une suite (bk) d’éléments de E
qui converge vers x. Par conséquent i hgl ku - XH = 0 ou encore d(x, E) = 0.
— 100

2) En effet, soient a et b deux éléments de R™. Puisque pour tout y € E :
la—yl <lla=b[+[b-yl,

on obtient que d(a, F) < ||la — b|| + d(b, E).
De méme, d(b, FE) < ||a — b|| + d(a, E). Par conséquent

|d(a, E) — d(b,E)| < |la—Db]|.

D’aprés Pexercice précédent, la fonction f : R™ — R définie par

répond a la question.

Désignons par O un point extérieur aux deux champs A et B et par
C' le cercle de centre O et de diametre d (qui est choisi de sorte que les deux
champs sont strictement contenus dans C).

Soit x un point de C' et x* son point diamétralement opposé. On désigne par
ox(t) la droite perpendiculaire au diametre xx* et dont la distance a x vaut ¢
et soit f : [0,d] — R la fonction continue définie par f(t) = fi(t) — fa(t) ou
f1(t) est aire de A qui se trouve du méme co6té que x par rapport a ox(t) et
fa(t) est l'aire de A qui se trouve du méme coté que x* par rapport a ox(t).

Comme, f(0) = —Aire A et f(d) = Aire A , on sait d’apres le théoreme de la
valeur intermédiaire, qu'’il existe to € ]0,d| pour lequel f(ty) = 0. Ainsi, par
construction, la droite ¢(x) = ox(to) divise le champ A en deux parties égales.
De plus, £(x) est unique et £(x) = £(x*).

Considérons a présent la fonction continue g : C — R définie par g(x) =
91(x) — g2(x) ou g1(x) est aire de B qui se trouve du méme co6té que x par
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rapport & £(x) et ga(x) est I'aire de B qui se trouve du méme coté que x* par
rapport a £(x). Alors, pour tout x € C': g(x) = —g(x*). Or, d’apres le théoreme
de Borsuk-Ulam, il existe au moins un a € C pour lequel g(a) = g(a*). Par
conséquent g(a) = 0; ce qui revient a dire que la droite ¢(a) divise le champ
B en deux parties égales. En conclusion, la droite £(a) divise chacun des deux
champs A et B en deux parties strictement égales.







SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 3

Dérivées partielles

a t—>O t
et
8y t—0 t

La fonction f n’est pas continue en (0,0) car }in% f(t.t) =12 #0=f(0,0).

ox t—0 t

et

of ~ o J(0,2) = f(0,0)
8_y(0’ 0) = %1_1(3% n =0.

La fonction f n’est pas continue en (0,0) car 7}i]n% f(t2,t) =1#0= f(0,0).

%(0 0) = lim [0~ 10,0 _,

ox "’ t—0 t
et
ay t—>O t
ry?(2y? — 22 ,
. of vy 5> si(z,y) # (0,0)
Puisque %(x,y) (22 + 2)
0 si(z,y) = (0,0),
on a lim — of (0,0);

t—>08x(t t) = 4\/—7&0_83:

0 .
ce qui entraine que la fonction 8_f n’est pas continue en (0,0).
T
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VteR:
ox s—0 s Oy 5—0 s
Dol 5 aZf
Oxdy (0,0)#0= Gyaa: (0,0).
Puisque
of 2:z;sinl—cosl siz#0
8_ (xay) = Z T
. 0 siz=0
et
.1 I
of 2ysin— —cos— siy#0
5y (LY = y y
y O Si y = 0,

f 0f

x?
8y8x( Y) =5 9 (2,y) =
ce qui entraine que ces deux fonctions sont continues, en particulier en (0,0).
Par contre, puisque

on a pour tout (z,y) € R? : 0;

of _of
97 (0,0) = tim Oz 0 — lim (2sin> — - cos >
0x? t—0 t t—0 t ot t
2
et que cette derniere limite n’existe pas, on a bien que W(O 0) n’existe pas.
2
De méme pour ﬁ(() 0).
Rappel : Vt € R* : (|t|)/ = m
Puisque
zly
9 yIn(lz] +[y]) + si (2, y) # (0,0)
O (o= { VDT R
0 si (z,y) = (0,0)
et o]
x|y i
0 zIn([z] + [y]) + st (z,y) # (0,0)
O gy = PP+ )

Y 0 si(z,y) = (0,0),
les deux fonctions g£ , g—i R? — R sont continues sur R? \ {(0,0)}. Comme
de plus, pour tout (z,y) # (0,0) :

of
5 @) < (=] + Jyl) (| + [y])] + vl

a

o )| < (el + bl) (el + 19D + e
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et  lim
(2,9)—(0,0)
nues en (0,0).

V£(0,0,0) = (—3,0,0). En effet,

of .. f(t,0,0)—f(0,0,0) .. cost—1 . sint 1
oz (00 =g t Sl i =
0 0,£,0) — f(0,0,0
97 (0,0,0) = tim 1220 = 70.0.0) _,,
oy t—0 t
0 0,0,t) — f(0,0,0
97 0,0,0) = tim 100 = /(0.0.0) _ .
0z t—0 t
Vf(0,1,1) = 0. En effet,

af .

f(t,Ll)_f(O?l?l)
t

= limtth2 =0
t—0 t

. _ _ow 9 _9f _
et VteR: f(0,t,1) = £(0,1,¢) =0 = 3 (0.1,1) = =-(0,1,1) = 0.

Puisque pour tout (z,y) € R? :

% (z,y) = e* !(sinzy + ycoszy) et g—z(az,y) =ze” cosay,

I’équation du plan tangent & la surface z = f(z,y) au point (1, Z) est

2L13) -0+ %(13) (-5)--v=s-sm0

99

(|| + Jy|) In(Jz| +|y|) =0 Cart£%1+tlnt = 0, elles sont aussi conti-
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Puisque pour tout (z,y) € R? :

of B 2z of B

8y3
31 +a2 + 2%

I’équation du plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (1,0) est

In -
%(170)@—1)4-2—“;(1,0)3/—(z—ln—2>:__|_y_z__2:0

Puisque pour tout (z,y) € B((0,0),2) :

of . x of o
8_$(x’y)_ 4—.’1}'2—3/2 et 8y (.flf,y)—

Y
4—22—y

Y

2

I’équation du plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (1,0) est

g(1,0)(az—1)+8—f(1,0)y— (z—\/§) = —

=0.
ox oy

A
V3 V3

Puisque pour tout (z,y) € R? :

0
% (z,y) = —2xsin(2?® + y) + cos(z + y) + 3x3y e*’y

et

% (,y) = —sin(z? + y) + cos(x +y) + 2% e ¥,

I’équation du plan tangent a la surface z = f(x,y) au point (O, %) est

05+ H05) (P -c-n-mre a5 0

2 siz>vy

La fonction f : R?* — R définie par f(z,y) = { ,
0 siz<uy,

est homogene de degré 2 mais elle n’est pas continue aux points de la forme
(a,a) # (0,0) car tlim fla,t) =a®?#0= tlim+f(a,t).

Soit a > 0. Puisque pour tout ¢ > 0 : f(¢,0) =t*f(1,0) =0, on a

8_f <a70) — lim f(t’ 0) — f(a> O)

=0.
ox t—a t
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Soit 1 < k < n. Alors, si a # 1,

of of _
- = (2.0) =2¢
8a:k 0 8xk ( 0)

1 9F
8xk

of B
(0):>8_xk(0)_0'

Si a = 1, ce résultat est généralement faux. Contre-exemple : f(z,y) = .

t —z?

) t—x)e
510 lim [ L0
—0 Jo sm-t
t 2 ¢ 2

/ (t—x)e ™ dt / e " dt e
= lim 22 =lim > ——— = lim ¢ —1
= — = . = = —.

t—0 sin® t t—0  sin 2t t—0 2 cos 2t 2

Soit f :]—1,1] — R la fonction auxiliaire définie par

f@) = /t In(z? 4 cos(z?t?)) dz .

2

Pour tout |t| < 1:

t 20243
() — 2 5 4 7 2 ” sin(z°t”)
f'(t) = In(t* 4 cost’) — 2t In(t" + cost’) — 3t /t2 77+ cos(22t9)

De plus,
. In(t? +cost®) . 2t —5ttsint®
lim = lim =
t—0 12 t—0 2t(t? + costd)
et
. In(tt 4+ cost”) . 43 — TtCsint”
lim = lim =
t—0 t t—0 (t* + cost)
t 1 "(t 1
Par conséquent lim & = — lim ') = —.
t—0 t3 3 t—0 t2 3
t
2 2,3
. ' /t2 In(z* + cos(z*t?)) dx RO 1
Finalement lim =lim —w— — = —-.
t—0 Arctg t3 t—0 t3 Arctgtd 3

Puisque pour tout ¢t # 0 :

b g2 1 U de 1 Arctgt
———dr=—=|(1-— —— | == (1- ,
0 1 + t2513'2 t2 0 1 +t21132 t2 t

on a

1 1 2
2t
/ln(1+t2x2)daz /%dm
0 . 0 1+t$
= lim

1 2.2

In(1 +¢
hm/eLiﬁjwzml
t—0 J, 2 50 t2 t—0 2t

b g2 t—Arctgt 1

= lim ———dr =lim ——— = —-.

t—0 Jo 1+ t2x? t—0 3 3

101
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Puisque

t2
/ (t* — x) cos x° dx
lim 22

t—0 t4

t2
2
cosz” dx 4
0 cost

2t2 t—0 2

= lim
t—0

t2
2 _ 2
a (t? — z) cos z2 /0 (t7 = z) cosa” dw 1

ot & }1—{% 0 sin t4 dr = %l—{% t4 sintd 2
D’une part, puisque pour tout ¢ # 0 :
t2 2 2 t?
T+ 2t t + 2x 1
—_ 3 Arct — In(z® + 3 4
/t4 x2+t2x+t4 (\/— rcg\/—2 +3 n(z +tz+t°) )
7 In3 212 4+1 1
3=+ Arct In(1 + % + ),
: 2 \/— retg ——— \/g 2 n( + 1"+ )
t? 2
. T+ 2t ln3
ona%gl% v J:Q—i—tzx—{—t‘*dx \/__ 2

D’autre part, soit f : R* — R la fonction auxiliaire définie par

t2
fit) = / In(z? + t?z + t*) dz — t? Int*.
t

4

Alors, 2111% f(t) = 0 car pour tout 0 < [t| < % :

()] < /t In(2® + t*z 4 t*)| dz + [¢* Int*|
t4

< —tY|In(® + ¢ + 4| + [¢* Int?|
< (1 =) (142 +t*) + 2 Int*| + [*Int?].

De plus, pour tout ¢ # 0 :
g o2
f'(t) = 2tIn3t* — 43 In(® + 10 + ) + 2t/ PR p—— dr — 2tInt* — 4t
t4 x xr
t? 2
2t
T dx — 4t.

B 31.. 44 3 2 | 44
=2tIn3 —4t°Int* —4t° In(1 + ¢ —i—t)—i—Qt/ 2+ e id

t4
Par conséquent
t? 2 2 4
1 t t t
lim / n(@” + e+ )dx—lnt4 —hmf()
t—0 14 t2 t—0 t2
"(t |
i S0 _ 303 w3
t—0 2t 2 6
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VteR: et —cost —sint =2 + Ro(t) et

¢ t* 2t x?
/ In(1 4 t*2?) da 2t In(1 + t%) +/ ————dx
. 0 . 0 1 + t2x2
lim = lim =0.
t—0 t2 t—0 2t
D’ou
t2 t2
/ In(1 + t?2?) da / In(1 + t?2?) da .2
lim 22 - = lim 22 — =0
t—0 et —cost —sint t—0 t2 et —cost —sint
t2
2 1 4 /sh®(t4x) / 14 /sh®(t4z) dx
3.22] lim dz = lim 2°
t—0 0 t2 t—0 t2
t2
2t (1 + Vsh® t6> + 6753/ x ch(tz)/sh(tiz) dx
= lim s =1.
t—0 2t
t2
2,2
.2 0. / (1 + sh(z*t?)) dz
1 + sh(z*t
3.23] lim M dx = lim 22
t—0 0 t2 t—0 t2
t2
2t(1 + sht®) + 2t/ z? ch(2?t?) dx
= lim 0 =1.
t—0 2t
t
/ zcos®((1+t*)2?) dz
3.24] lim +°
t—0 t2
t
teos* (14 t2)t%) — 2t/ 2 sin(2(1 + t*)2”) da ]
= lim Q —
t—0 2t 2
1n(1—|—t2) . t d
3.25] lim w = 0 car pour tout 0 < |¢t| < 1:
t—0 +2 t
t4
n(1+4%) sin(tz) dx 1 v , 2—In(1+¢2) 3 T Ra(t)
— | == sin(tz) der < = :
t2 t t4 ln(1+t2) t3 t3
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t6
Rappel : (1 — cost)® = g+ Re(t).

t0 +sin’ ¢t
1) D’une part, hm A 16.
0 (1 — cost)3
6
1 6 ftl sin(z2t?) dx
(/ sin(z?t?) dx) n
L = lim =0.

2) D’autre part, }iII(l)

(1 — cost)? t—0 (1 — cost)3

12
1
t6 4+ sin®t + </ sin(z2t?) dac)
¢

6

Par conséquent lim = 16.
d t—0 (1 —cost)3
En effet, soit 0 < e < 1.
p 1 L [fde _ oy iste t. < 0 tel tout ¢ < ¢
ulsque im , il existe el que pour tout ¢t <
o V/—tJe Va? ) )
1 U da €
0< < =

2 )

V=t Jg Va?

ce qui entraine que pour tout ¢t < t.

1/1dx<
€.
\/té\/a:_3_

2

l\')l(‘f\

0</1vTiz? l/ ¢Tr;— /ani;r

lim 3 = lim 273
t
x)dzx
_4m,éf1) S0 _ )
t—0 3t t—0 3 3

Puisque pour tout t € R :

t
dx 1 X

(¢ :2t/ 7:%( Arct )

Ft) o 1+1t2+2? V14 t2 g\/1+t2 0

2t

t
= Arctg ———,
V1+t2 & 14 t2

™

ona lim f/(t)=
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Puisque pour tout || <  :

fit) = /t7T (t —x) sinxdm+/§(x—t)sinx dzx
-z t

on a f'(t) :/_t

Puisque pour tout [t <1 :

s
2
sin x dx —/ sinxz dxr = —2cost.
t

MBS

Y

t2 .
tx)
/(t) = 2 In(1 + cos %) + 46 In(1 tB_/ _osin(ir)_
f(@t) n(1 + cost”) + n(l + cost?) a1+ cos(tz)

() = 2In(1 4 cost®) + 12¢*In(1 + cos t”)
8t3sintd  24¢7sint® /”“ 22
1+cost3 1+ cost? w1+ cos(tz)

€Ly

on a f'(0) = 0et f/(0) = 2In2 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.

Puisque pour tout t € R :

f’(t):sin(t 1+t2>+/0t\/1—|—332 cos(t 1+:U2>d:13,
2

f”(t):< 1412+ \/1:_7)(:08(13 1+t2>—/t(1+x2)sin<t 1—{—:1c2>d:v,
0

on a f'(0) = 0et f/(0) = 2 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.

Puisque la fonction sin /1 + t2 admet un minimum local en 0, il nous
suffit de montrer que la fonction g : R — R définie par

t2
g(t) = / In(1+ etm2) dx
3

en admet un en ce point. En effet, pour tout t € R :

t2 $2 eth

Ly

T 5\ 942 t7
gt)=2tln(l+e")—3t’In(1l+e )+/t3 o

1245 ¢ 6tIn(1 + ') 2418 ¢!’ /tQ 2t et
to 1+ €t7 13 (1 + 6“32)2

2

g'(t) =21+ + dz;

1+e

ce qui entraine que f/(0) =0 et f”(0) =2In2 > 0.

Puisque pour tout £t € R :
f'(t) =t —t+sint® — 2t(t* — t* +sint®) + /: z? cos(x?t) dx
t
f7(t) =2t — 1+ 3t?cost® — 2(t* — t? 4 sint®) — 2t(4t> — 2t + 5t* cos t°)
+ t? cost® — 2t° cost® — /: z sin(2?t) d
t
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on a f(0) = 0et f”(0) = —1 < 0. Par conséquent la fonction f admet un
maximum local en 0.

Puisque pour tout [t <1 :

tsint
&t 422+ 5) — In(2 + 1)
S

f(t) =2t —sint +In(1 + cost) — T+ oo

t2 2
x
—d
+/t 2+ 22t

sint (1 + cost)sint +tcost +t

f(t) =2 —cost —

1+cost (1 + cost)?
1265 42 a 4
+2In(2 +t°) + - — 3—/ x—de,
2415 24t b(2 4+ 22t)

ona f'(0) =0et f/(0) =1+ 2In2 > 0. Par conséquent la fonction f admet
un minimum local en 0.

.I‘2

———dx

1+ t22%
f'>0sur R* et f/(0) = 0; ce qui entraine que la fonction f admet un point
d’inflexion en 0.

1) En effet, puisque pour tout x € R :

t2
Puisque pour tout ¢ € R : f/(t) = 2t Arctgt® + /
0

t t
F(t) = A / o(z) cos At — z) dz et () = Ao(t) — A2 / o(z)sin A(t — ) da,
0 0
on a bien f”(t) + A2 f(t) = Ao (t) et £(0) = f'(0) = 0.
2) Posons A = 1 et o(t) = t°. Puisque, d’apres 1), la fonction f est I'unique

solution de I’équation différentielle linéaire du second ordre 3" (t) + y(t) = t°
qui satisfait les deux conditions initiales y(0) = y’(0) = 0, on a

f(t) = =120 sint + 120t — 203 + ¢°.
2
D’ou / 2°sin(2 — z)dz = f(2) = —120 sin2 + 112.
0
. n effet, puisque pour tout ¢ > 0 :
En eff i 0
O nt”_lf (sin )%™ cos(t cos x) dx — t”/ (sin )%™ cos  sin(t cos x) dz
0 0
() =n(n — 1)t"_2/ (sinz)?™ cos(t cos x) dx
0
—ont" ! / (sinz)?" cos  sin(t cos ) dx
0

—t" / (sin 2)?" cos? x cos(t cos ) dx
0
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on a bien
F(t) =2 f"(t) + tf'(t) + (2 —n®) f(t)

=n(n—1)t" / (sin z)*" cos(t cos x) dx
0
— 2pt" / (sin )™ cos z sin(t cos ) dx
0

T ™
_ t”+2/ (sin z)?" cos® z cos(t cos x) dx + nt”/ (sin )" cos(t cosx) dz
0 0

e

™
— t”+1/ (sin )" cos x sin(t cos x) dx + tn+2/ (sin )" cos(t cos ) dx
0 0

™
- n2t"/ (sinz)?" cos(t cos x) dx
0

= t"“/ (t(sinz)®" "2 cos(t cosz) — (2n + 1)(sinz)*" cosw sin(t cosz)) dz
0

s

2n+1 — O

— _tn—l—l(

sin x) sin(t cos x)

3.39] 1) Puisque pour tout t € R :

1 (% zsht
f'(t) = 2tVcht3 + 3 / T g,
0

vchtx
43shed 1 7 22(1 + ch? tz)
f”(t):2\/cht3—|———|——/ dz ,
Vcht3 4 Jo Veh? tx

ona f'(0)=0et f(0) =2.
2) f/(0)=0et f”(0) =2 > 0= f admet un minimum local en 0.

t2
) Vt,x € R: Vchtx >1=VteR*: f(t) :/ Vchtrdx > 0= f(0).
0

Puisque pour tout (z,y) € R? :

% (z,y) = 322 <Ch <a:y(1 + x3)3> + sin (33:3/(1 + :v3)2>)

1+m3
+ / (yt® sh(zyt®) + 3yt* cos(3zyt?)) dt
1

af 1+:c3
3y (x,y) = / (2t sh(zyt®) + 3xt cos(3zyt?)) dt
1

I’équation du plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (2,0) est

of of _ _
%(2,0)(x—2)+8—y(2,0)y—(2—8)—1233—|—1456y 2—16=0.
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3.41

Etudions la nature de ce point stationnaire. Puisque pour tout (z,y) € R? :

Solutions

En effet, Vf£(0,0) = 0 car pour tout (z,y) € R? :

2

)
gi@y):me@f%ﬂﬂ+/‘smw2+@dh
T — 2
of v’

90 (z,y) = 2ych(y® + z) +/ t?sh(yt® + ) dt .
Y o

2

2 y
% (,y) = 2ch(ya” + 2) + 4z(2yz® + 1) sh(y2" + ) + / ch(yt? + x) dt ,
2
82f 5 . . y2 ) )
920y (x,y) = 2x° sh(yz™ + =) + 2ysh(y’ + =) + ] t* ch(yt® + x) dt,
0% f y?

Oy?

on a

(z,y) = 2ch(y® + ) + 12¢° sh(y® + z) + / thch(yt® + ) dt,

—z2

2
( O (0,0)) - 82—f(o,())aQ—f(o,O) = —det ﬁ(0,0) =2>0;

0xdy 0x? 0y? Ox?

ce qui entraine que la fonction f admet un minimum local en (0, 0).

of
ox

of
dy

Etudions la nature de ce point stationnaire. Puisque pour tout (z,y) € R? :

_ 4 2
—— (z,y) =20z cosy — zIn(2 + z* + cos(z y))+2/ﬂc2 > T 2T+ cos(iy)

En effet, Vf(0,0) = 0 car pour tout (z,y) € R? :

y? 3

T

2

2
1 [ t sin(ty)
— = —102”si In(2 + z* 3——/
(z,y) zsiny + yIn(2 + 2* + cosy”) e T 2T T cos(t)

92 f

8z — 222y sin(2?y)

922 (x,y) =20 cosy — 1n(2 + 2t + COS($2y)) —

y? _ .6 2 2
+2/ x® + 6x° + 32° cos(ty) iz

2 (2+a*+ cos(ty))2

82 3 & 2 43
/ (x,y) = —20xsiny + v sin(z7y) tY

2 + 2% + cos(x?y)

0xdy 2+ 2% + cos(z?y) 2+ x* + cosy?
n 2/y2 3t sin(ty) s
x2 (2 + 4+ cos(ty))2 ’
o f 4qy3 sin 13
a2 (z,y) = —10z*cosy + In(2 + z* + cosy®) — DR ——

1 /y2 t2(1+ (2 + 2*) cos(ty)) i

2Jer (2424 4+ cos(ty))2

Y

dx .
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on a
02 f 2 0% 82 f
<8x8y (0,0)> - 573 (0,0) 3 (0,0) = —(20—In3)In3 < 0
et 52
8—£(O’O)ZQO_IHB>O;

ce qui entraine que la fonction f admet un minimum local en (0,0).

343] 1)Vaz,y>0:

s . 2 us 2
g(m,y):/z 2z sin” t dt et 8—f(x,y):/2 2ycos“t
0 0

Ox x2sin®t + y2 cos? ¢ oy x2sin?t + y2 cos? t
ce qui entraine que
( Of of 2
r== (z,y) +y== (z,y) = 2dt =
g (DY) Y Dy (z,9) /0 m
of of /% dt
— (z,y) + r—=— (z,y) = 2x -
Y ou (z,y) Oy (z,y) Y o x2sin’t 4+ y2cos?t
too ds
= 2 _ =
\ :cy/o 282 + y? "

avec s = tgt. Ainsi, en résolvant ce systeme par rapport aux dérivées partielles,
on obtient que pour z # y :

af B B
%(xﬁy) - a_y('rvy) -

2 (2 2 (2
g(m,m):—/Q Sinztaltzz1 et g—f(:v,a:):—/Q cos?tdt = — .
0 T Y T Jo

7
r+y’
il existe une fonction & : ]0, +0o[ — R de classe C! telle que pour tout z,y > 0 :
flz,y) =min(z +y) + h(y).

Ainsi, puisque pour tout y > 0 : h(y) = f(1,y) —7ln(1 +y), on a

af T

Wy ==—(1,y) — —— =
() 3y Ly) -1 ;

Par conséquent h est une fonction constante. Comme de plus

h(1) = f(1,1) —=7wln2 = —7wIn2,

0
2) Puisque pour tout xz,y > 0 : 8_f (x,y) =
T

on obtient finalement que pour tout x,y > 0 :

o) = minGe +3) + hiy) = win (52 ).
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3.44] 1) D’une part, en posant z = 1 dans ’exercice précédent, on a

. . l+y
1 =7 lim In| —— ) = —7wln2.
i o) = iy n(F5 ) = s

T
2

D’autre part, lim ¢(y) :/ Insin® ¢ dt .
y—0+ 0+

T :lnsint = In 2L 4 Int, Pintégrale

En effet, puisgue pour tout 0 < ¢ < § n

2
généralisée / Insin® ¢ dt converge ; ce qui permet d’écrire que pour tout y > 0 :
0+

0<g(y) — /2 Insin®t dt = /2 In(1 + y? cotg? t) dt
0 0+

+
B oo ln(1—|—52)d B 11n(1—|—s2)d n oo ln(1+32)d
=Y 2+S2 5=Y 2+ 2 sTY 2+ 2 §
0 Y o Yy =TS 1 y==Ts

+oo 2
n2s
§y+y/ 2 ds<y+y(2+n2)
1

avec s = ycotgt.

2) De 1), on déduit immédiatement que

J

yis

- ) 1 (2
lncostdt:/ lnsintdt:—/ lnsin2tdt:—7rln\/§.
0+ 2 Jot

w3

et

vl

_ % %,
/ lntgtdt=/ lnsintdt—/ Incostdt =0.
0+ 0+ 0

Soit f: Ry x Ry — R la fonction définie par f(x,y) = e *Yh(x).
la) La fonction f est continue.
1b) Puisque pour tout y > 0 :

+oo +oo -1
/ !e_xyh(a:)| dx < / e Wdr =—e "
0 0 Y

T sing too

et / dx converge, l'intégrale généralisée / e""h(x)dx converge
0+ X 0

pour tout y > 0.
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1c) Soit € > 0. Alors, pour tout y >0 :

+oo +oo ;
/2 e "h(x)dr = / e 22T gy

2 x
€

€

cosxdr ;

r 12 2

ey cosx ’Jroo T (1 4 zy) eV
2
3

ce qui entraine, puisque pour tout t > 0 : 1 +¢ < e?, que

—+0o0 —+o00
€ dzx
—xY < - R — .
/2 e""h(x)dx _2—|—/2 - €

On a ainsi démontré que la fonction g est continue. De plus, il découle de 1b)
que lim g(y)=0.
y—+oo

0
2a) Puisque pour tout x > 0 et y > 0 : a—f(a:,y) = —ze “Yh(x), la fonction
of Yy

90 - R4 x R} — R est continue.
Y

2b) Soit y > 0. Puisque
Foo +oo 1 +o0 1
| el [ e = e 2
0 0

+oo
I'intégrale généralisée / —ze "Yh(x)dr converge.
0
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2¢) Puisque pour tout €, y > 0, les relations 3 > y§—€ et t > £ impliquent

oo 1 oo

+oo _
/ |—z e ""h(z)|dx < / e dy = — e = —ePlce,
8 8 t g 1
On a ainsi démontré que pour tout y > 0 :
+o0 +o0 -1
! — -y — —TY o3 —
= —xe "Yh(x da:——/ e "sinxdr = .
9 () /O (x) ; T

3) Des résultats précédents, on déduit que pour tout y > 0 :

9(y) = ¢ — Arctgy

™
te= i Arctgy) = =.
ete= lim (g(y)+Arctgy) = 3
+OO +OO .
1) 9(0):/ h(az)dx:/ ST dr = g
0 0+ x

3.46] 1) Puisque pour tout z € R :

T 1
fl(z) +¢'(2) = 26302/ ™" dt — 269”2/ ze~ @0 dt
0 0

:26_‘”2/ e_tht—Ze_xz/ e_Sst:O,
0 0

dt T

on a (@) +(0) = O +90) = [ 5z =T

1 e—w2(t2—|—1) 5

2) En remarquant que pour tout x € R : 0 < g(x) = / 1 dt < e ™,

0
ona lim g(x)=0.Par conséquent
T —+00
+oo
—¢2 - . . . E . . ﬁ
| et im VF@ = gim (/7 el =

Puisque pour tout (z,y) € R? :

223 2y
3 2
— 3 7
V(z,y) <y + Trat 122 W +1+x4+2y2>,
of 33
onaa—v(l,l):<Vf(1,l),v>:E
3.48] 1) Direction sud-ouest : v = (\_/—%,\_/—%) et pour tout (x,y) € R? :

Vh(z,y) = (—4x, —2y). D’ou

w0y = 2 (30, -2) = (Vh(30,-20), v) =

v > 0.

80
V2

La pente étant positive, on monte.
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2) La pente la plus raide au point @ est donnée par les directions

_ . Vh(30,-20) (/-3 1
M ZTETT) <M’ m)‘

e Dans la direction v = (\;—1%, J%)’ la pente est la plus raide pour monter.

e Dans la direction v = (\/%, \;—1%), la pente est la plus raide pour descendre.

e Au point @, la pente est nulle pour les deux directions opposées

()

3.49) 1) Direction nord-ouest : v :(:/—l, \/L—) et pour tout (z,y) € R? :

2' V2
8x 10y
— (42342 2t
Vp(z,y) (wy I r 52 xy+1—|—4a:2+5y2>
D’ou P 288
" (0 :_p 1,2) =(Vp(1,2), v =_—<O
(0) =50 (1,2) = (Vp(1,2), v) = -7

La pente étant négative, on descend.

2) La pente la plus raide au point @) est donnée par les directions

Vp(1,2) ( 51 15 >
VvV = ii == 3 .
|VA(1,2)] V2826 " /2826
e Dans la direction v = ( \/Q%W’ \/QIZW)’ la pente est la plus raide pour
monter.
e Dans la direction v = ( ;58126, ;;526), la pente est la plus raide pour
descendre.

e Au point @, la pente est nulle pour les deux directions opposées

( —15 51 )
v == , .
V2826 /2826
Puisque pour tout (z,y) € R? :

of of

—= (2,y) = =2z + 2y + " Y (cos x® — 2xsinz?), == (x,7y) = 2z + 1Y cos 22,
ox Oy
0% f o+ 2 2 2 2 2
W(l’,y):—2+e Y(cosx® — 4z sinz” — 2sinaz” — 4x° cosz”) ,

x

0? 0?
8:céfy (z,y) =24 e"¥(cosz? — 2z sin2?) et a—yJ; (z,y) = e" ¥ cos 22,

22 y?
onan(0,0):1+x+y—?—|—3xy—|—?.
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1) Supposons que f : R? — R soit une telle fonction. Alors, il existe une
fonction v : R — R de classe C! telle que pour tout (z,y) € R? :

flz,y) = /Ox g(t,y)dt +~(y) ;

ce qui entraine que

“ Oh
08

h(z,y) = gf /8 (t,y)dt +~'(y) =

= h(x,y) = h(0,y) +7'(y) .

(t,y) dt + ' (y)

y
Ainsi, pour tout y € R : 7/(y) = / h(0,t) dt + cste. Par conséquent toutes les

0
fonctions f cherchées sont de la forme

f(z,y) = /Oxg(t,y) dt + /Oy h(0,t) dt + cste.

2) Oui, d’apres le théoréeme de Schwarz.

En posant pour tout (z,y) € R? :

9(x,y) = 3y? — > + 22 Arctgz et h(zx,y) = 6xy — 3zy? +

1492

et en constatant que 3 99 I (z,y) =

I’exercice précédent, que

8 (z,y) = 6y — 3y?, on peut berire, grace A

flz,y) = /Omg(t,y) dt + /Oy h(0,1) dt + cste

= 3xy® — xy® —x + (2* + 1) Arctgz + In(1 + y*) + cste.

Supposons que f : R? — R soit une telle fonction et considérons la
fonction auxiliaire F' : R? — R définie par

F(u’v):f<x:u+v u_u)

2% YT 24
Alors, pour tout (u,v) € R? :
oOF 1 of (u+v u—w of (u+v u—w
— = — b—— =0;
ou (v, 0) 2ab( 8:5( 207 2a )+ 8y( 207 2a >> ’
ce qui donne, en intégrant par rapport a u, que F(u,v) = g(v) on g : R — R

est une fonction de classe C!. Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R
cherchées sont de la forme

f(x,y) = g(bx — ay) avec g € C'.
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Supposons que f : R% x R — R soit une telle fonction et considérons la
fonction auxiliaire F' : 0, +oo[ X ]—%, 5 [ — R définie par

F(r,0) = f(x =rcosf, y =rsin).

Alors, pour tout (r,0) € ]0, 400 X | -2, Z:

F
?90 (r,0) = —(rsin H)g—i (rcos@, rsin@) + (r cos H)Z—ch(r cos @, rsinf)
F(r,0) ;
ce qui donne, en intégrant par rapport & 6, que F(r,0) = g(r)e® ou

g :]0,+o0o[ — R est une fonction de classe C*.

Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

f(z,y) = ( 332—1—3/) a Aretg avec g € C!.

(3.55] Supposons que f : R%* xR — R soit une telle fonction et considérons la
fonction auxiliaire F : |0, +oo[ |-%,%[ — R définie par

F(r,0) = f(x =rcosf, y =rsind).

Alors, pour tout (r,0) € 10,400 x | -2, Z:

F
r%—r (r,0) = (r cos@)g—x (rcos@,rsinf) + (rsin@)a—y (rcos@,rsinf) =0
ou encore oF
(r0)=0;
or (r,9) ’

ce qui donne, en intégrant par rapport a r, que F(r,6) = g(0) ou g : |0, +o0[
— R est une fonction de classe C'.

Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

flx,y) = g(Arctg %) avec g € C!

ou plus simplement
_ Y 1
flx,y) = h(—) avec h € C~.
x

D’apres le théoreme d’Euler, f est homogene de degré 0.

Remarque : Comme la relation d’Euler est une condition nécessaire et suffisante,
il découle de cet exercice que toutes les fonctions homogenes f de degré 0 sur
R* x R sont de la forme f(z,y) = h(%) avec h € C!.

Supposons que f : R? — R soit une telle fonction et considérons la
fonction auxiliaire F : R? — R définie par

Flu) = (=212 = 720,
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Alors, pour tout (u,v) € R? :

8_F( )_1 8_f u+v —u-+tw _ﬁ u+v —u-+twv _0.
au T2\ Bs 2 72 Oy 7

2 2

ce qui donne, en intégrant par rapport a u, que F(u,v) = g(v) on g : R - R
est une fonction de classe C!.

Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

flz,y) =g(z+y) avecgeC'.

Supposons que f : R? — R soit une telle fonction et considérons la
fonction auxiliaire F : R3 — R définie par

Flu,v,w)=f(zr=u,y=u+v, z=u+w).
Alors, pour tout (u,v,w) € R? :

OF
B (u, v, w)
of

of of
e (u,u + v, u+w) + 3y (u,u +v,u+w) + 52

(uy,u+v,u+w)=0;

ce qui donne, en intégrant par rapport a u, que F(u,v,w) = g(v,w) ou
g : R? — R est une fonction de classe C!.

Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

f(m,y,z):g(y—x,z—:l:)

avec g € C!.
Pour tout (z,y) € RL xR :
of of ) 1 ) 1
v (@ y) + Y3, (z,y) = zh/(x) = (z)

Ainsi, puisque pour tout x > 0 :

ha) /m dt 1 /ﬂf a1 /m ds
T —_— - — e -
tvV1+tt 4 tA\/1 + t4 4 sv/1+s
ViFat
l/vlﬂj4 du 1 u—l’ v ) 2 + este
n =—-In—— ,
u+1 2 V1i+a2t+1

on obtient que toutes les fonctions f : R% X R — R cherchées sont de la forme

2
2
y) 1 x 1
z,y) =¢g|l=)+ = In ———— + cste avec g € C!.
f(z.y) g(a: 2 Vitat+1 g

—_

w2—1 4




Dérivées partielles 117

Pour tout z,y > 0 :
of of Yoy y yy Y
Y () —y 2 (, :—2—h<—):—21 Y h’(—):—l L
zo (@) yay(wy) ot no e (L) =, s
Ainsi, puisque pour tout t > 0 :

|
/Eds— In® s

on obtient que toutes les fonctions f : R} x R% — R cherchées sont de la forme

L
=3 In? ¢ + cste,

1
f(x,y) = g(xy) + 5 In? % +cste avec g € CL.

Puisque pour tout (z,y) € F :
Q(f(w+y)>+2<f(w+y)> _ @ty [z +y) — fle+y)
dr \ z+y Oy \ z+y (z +y)?

=4In(l+z+vy),

on obtient que pour tout ¢t > 0 :
1
() — ;f(t) = 2tIn(1 +t) ou encore f(t) = ct —t> +t(t + 1) In(1 +t),

ou ¢ est une constante.

Pour tout z,y > 0 :

2f azf / 2
TH3 (z,y) +yo- 9 (z,y) = 2xg(y) + 22y9'(y) = 22y~ Iny

1
—=g'(y) + gg(y) =ylny.

Ainsi, puisque pour tout y > 0: g(y) = i %(1 —31Iny), on obtient que toutes
les fonctions f: R} x R% — R cherchées sont de la forme

x x2y
flz,y) =a?g(y) = ¢, T (1-3ly)
ou c est une constante.
Pour tout (z,y) € R} xR :
0 f o f 1, yN _ Y y y
y = — — — = — <—> = .
ya 7 (@ y)+x8x8y (z,9) xg(x) x? J (.r) x
Ainsi, puisque pour tout t € R : g(t) = —% + cste, on obtient que toutes les

fonctions f : R} x R — R cherchées sont de la forme

2

f(z,y) =g(%> + h(x) = —Qy? + h(z) avec h € CL
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Pour tout (z,y) € R? :

0? 0 o (0
awﬁfy ('Tvy) - 4x3a_£ ($7y) = _y (a_i ('T7y) - 4333 f(xay)) =0
of

— Sa;(x,y)<—-4x3,f($,y)izig(f)

oll g : R — R est une fonction de classe C! quelconque. Par conséquent toutes
les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

4 4

f(z,y) =¢€" h(y) + e”‘A/ e~ g(t)dt avec h € C?.
0

Pour tout (z,y) € R x R :

O*f o*f 2 0% f
922 (z,v) +y8x8y (z,y) +y 3 (z,y)

=43 ¢"(2) + 3y° ¢' () + 63° g(x) = y®sin bz
< ¢"(z) +3¢'(x) + 6g(x) = sin5x .

Ainsi, puisque pour tout z € R :

3 V15 3 V15 1

g(x) =c1e 2% cos et e_ﬁmsinTaz ~E6 (15 cos bz + 19 sinbz) ,

on obtient que toutes les fonctions f : R% x R — R cherchées sont de la forme

3 v 15

f(z,y) = c1y® e 2% cos -
V15 3
+ oy’ e~ 3% sin Y- % (15 cos 5z + 19 sin 5z)

ou c1, ¢ sont deux constantes.
Pour tout (z,y) € RY xR :

of 0% f
2_ —_—
o ox (.9) x@x@y (@)

= —g(zy) + 2y ¢'(zy) — zy ¢ (vy) = —g(zy) + 2%y°
— ¢"(zy) — ¢ (zy) = —xy.

Ainsi, puisque pour tout ¢ > 0 : g(t) = c; et + % +t 4 co ou c1, co sont deux
constantes, on obtient que toutes les fonctions f : R% xR% — R cherchées sont

de la forme

1 g, xy? Co
f@w%—xmmn—me to Y+

Supposons que f : R? — R soit une telle fonction et considérons la
fonction auxiliaire ' : R? — R définie par

u—0 u—{—v)

F(uvv>:f<x: 2\ Y = D)
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Alors, pour tout (u,v) € R? :

0*F 1 [(O%*f (u—v u+tvw ZOf (u—v u+w

(ua U) = - ’ —A ’ =0 ;
Oudv 4X2 \ 0x2 \| 2\ 2 oy? 2\ 2
ce qui donne, en intégrant d’abord par rapport a u puis par rapport a v, que
F(u,v) = g(u) + h(v) o1 g,h : R — R sont deux fonctions de classe C2.

Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

f(z,y) = g(Ax +y) + h(=Xx +y) avecg,h € C?.

Supposons que f : R? — R soit une telle fonction et considérons la
fonction auxiliaire F' : R? — R définie par

Alors, pour tout (u,v) € R? :

O*F

8uﬁv(u’v)

B a Pf (u—v —Pu+av

__4(b2—ac)<a8x2 (a—ﬂ’ a—pf >

b82f (u—v —ﬁu+ow> +082f<u—v —ﬁu—l—av))z().
oxdy \a—p" a-p o2 \a—-pB" a-p ’

ce qui donne, en intégrant d’abord par rapport a u puis par rapport a v, que
F(u,v) = g(u) + h(v), ot g, h : R — R sont deux fonctions de classe C2.

Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

+2

f(z,y) = glaw +y) + h(Bz +y) avec g, h e C.

Supposons que f : R% xR — R soit une telle fonction et considérons la
fonction auxiliaire F : R? — R définie par

F(u,v) = f(x =u, y = uv).

Alors, pour tout (u,v) € R} xR :

0*F o0 f 02 f o0 f
2 2 2 2 2 _
Ui (u,v) =wu 52 (u, uv) 4+ 2u U@:{:@y (u, uv) + u v 0 (u, uv)
0*F
<~ W (u, U) =0;

ce qui donne, en intégrant deux fois par rapport a u, que F'(u,v) = ug(v)+h(v),
ou g,h : R — R sont deux fonctions de classe C2.

Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

flx,y) = mg(%) +h(%> avec g,h € C?.
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1) Soit (x,y) € REL xR et v :]0,+o00[ — R la fonction auxiliaire définie
par v(t) = f(tz,ty) = t*f(x,y). Ainsi, pour tout ¢t > 0 :

of of

V() = egn fltety) +yg ftety) = ot (@),

32f *f 0 f

1 2 2

V) = a5 fte, ty) + 2ay o 9 f(tz, ty) +y 042 f(tz,ty)

:a(a_l)f( ?y)v
ce qui donne, en prenant t =1,
52 52 2
20°f o°f 20°f — afa—
o5 flwy) + 2wy - o flz,y)+y 042 (z,y) = ale=1)f(z,y).

2a) En utilisant 1) et I’exercice précédent, on obtient que toutes les fonctions

f:RI xR — R de classe C?2, homogene de degré 0 sont de la forme

flx,y)=h (%) avec g € C2.

2b) En utilisant 1) et I'exercice précédent, on obtient que toutes les fonctions
f:RY xR — R de classe C?, homogene de degré 1 sont de la forme

flz,y) = a:g(%) avec g € C2.

Puisque pour tout (z,y) € R? : Af(z,y) = ¢"(z) h(y) + g(x) K" (y) = 0,
on a, grace aux conditions initiales, que

g"(x) —g(x) =0 et W'(y) + h(y) = 0 ou encore g(x) = chz et h(y) = cosy.

Puisque pour tout (z,y) € R xR :
0% f 10f 0% f
022 (z,y) + e (z,y) + _28— (z,y)
12 1 / 1 1
— (@) + 16/@)) )+ 3 o) () =0,

il suffit de prendre g”(z) + 1¢’(z) = 0 et h”(y) = 0. Ainsi, en tenant compte
des conditions initiales, les deux fonctions g : R} — R et A : R — R définies
par g(x) = Inz et h(y) = y répondent a la question.

Posons pour tout (z,y,z) € R*\ {(0,0,0)} :
g(fE,y,Z)=f(?"= \/332+y2+z2>-

1) Pour tout r = (z,y,2) # 0 : Vf(r) = Vg(z,y,2) = f’(r);

2

2) Pour tout r = (z,9,2) #0 : Af(r) = Ag(x,y,2) = f'(r) + ;f’(?")-
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3) Pour tout r >0 : Af(r) = f"(r) + %f’(r) =0<= f(r) = C?l + c2

ou c1, ¢ sont deux constantes.

(3.73) Puisque pour tout (r,0) € R? :

gi] (r,0) = g—£ (rcosf,rsinf)cosf + g—; (rcosf,rsinf)sind,
92 52
% (r,0) = e é (1 cos 0, 7 sin @) cos® § + &Eéfy (rcos@,rsinf) sin 20
—i—ﬁ(rcosﬁ rsin 6) sin? 6
63/ Y )
9%g of 0* f
w(r,@) = —rax (1 cos 0, 7 sin @) cos O + r* ﬁ(rcosﬁ rsin @) sin® 6
°f (rcosf,rsinf)sin 20 — %( cosf,rsinf)sin 6
&Uf)y T rsin @) sin ray T rsin @) sin
2
+r %(rcos@ rsin @) cos® 6,
829 10g 1 9%
A infd) = -—= —— :
on a Af(rcos6,rsinf) ) (r,0) + rm (r,0) + 3 902 (r,0)

Puisque pour tout (r,0) € Ry x |—=Z,Z[ : g(r,0) = fi(r) + f2(0), la
fonction f est harmonique sur R x R si et seulement si
1 1
() A0+ g f0) =0 = ) 4 i) = a et f(6) = —a

ou « est une constante. Par conséquent toutes les fonctions f; : R} — R et

f2:]=%,%[ — R sont de la forme

fi(r )—alnr—l— 27 + b et fa(6 ):—%92+69+d

ou a, b, c et d sont quatre constantes.
(3.75) Puisque pour tout (r,6,z) € R3 :

gi (r,0,z) = 32 (rcosf,rsinf, z) cosf + Z—ch (rcosf,rsinf, z)sinf,
829 62f 2f ' )
W(r 0,2) = 22 (rcosf,rsind, z) cos § + 92y (rcos6,rsinf, z)sin 260
0? 9
+ == B (rcosf,rsinf, z)sin“ 0,
d%g of : 2 0%f , . 2
02 (r,0,z) = _rﬁ_x (rcosf,rsinf, z) cosf +r 922 (rcosf,rsinf, z) sin“ 0
2f (rcosf,rsinb, 2) SiHQQ—Tg (rcosf,rsinf, z)sin6
8x8y ’ ’ Yy ’ ’
2
+r %(rcos@ rsind, z) cos? 6,
0%g 0? .
9.2 (r,0,z) = 9.2 (rcosf,rsinb, z),
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on a

Af(rcosf,rsind, z)
?%g 1 dg 1 9% 0?

a2(r9z)+—a—(r02)+——(r,c9,z)

g9
902 (r,0,2).

922
Dans le seul but de simplifier I’écriture, posons

~v(r,3,0) = (rsin Bcosf,rsin Gsinf, r cos ) .

Ainsi, puisque pour tout (r, 3,60) € R3 :

%(V( ) ( )81nﬁcos9+g—£( (r,ﬁ,@)) sin 3 sin 0

af ( (r, 5, 9)) cos 3,
0? o2 92
0_7“2 ( = 9.2 f ( (r, 8, 9)) sin? Bcos? 0 + o c‘;cy (v(r,ﬁ, 9)) sin? 3 'sin 26

( r, 3,0 )s1n2ﬂcos€—|— ;é ( (r, 8, 9)) sin? 3 sin® 6

52
8y (v(r, 8,0)) sin2( sin 6 + o J; (v(r, 3,0)) cos® 3,

2_2(7(7“ )“ )60856089+rg—£( (r,3,0)) cos Bsinf

(
— ra—f (7(7“, 3, 9)) sin 3,

9%g O ¢

of
g O30 = =5,

~(r, 3, 9)) sin 3 cos 6 — ra—y (7(7’, G, 0)) sin 3sin 0

52
- T? (Wt(ra ﬁv 9)) COSB + T’ O é (’Y(T,ﬁ, 9)) COS2 ﬁCOS2 0
86,;2(;; ( (r, B, 9)) cos? Bsin 20 — r? aajg (’y(r, 3, 9)) sin 23 cos 0
+ 7 % (v(r, 3,0)) cos® Bsin® 6 — 8;8f (v(r, 8,0)) sin 28 sin 6
32
+r a—“;t ( (r,ﬂ,@)) sin? 3,
%9 _of . of o
902 ( (r, 3, )) 81; (’y(r,ﬂ,&)) sin 3 cos 6 — ra—y (7(7”, 3, 9)) sin 3sin 0
+ 7“282—f (v(r,8,0)) sin? Bsin? § — 12 0°f (v(r,8,0)) sin? (3 sin 26
02 T s

0xdy
+ 20" 0)) sin’ 3 cos? 0
r a—yg (’Y(T'aﬁa )) sin” F cos” 0,
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on a
0? 20 1 9%
Af(V(Ta579)):a—7g(raﬁaQ) _g( 67 )+_28—62(7"ﬁ79)
1 0%g cotg B dg
+7“281n2ﬁ 892( ﬁ? ) 7"2 ﬁ( /67 )

Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = 2% +2eY + sinay — 2.
Alors, pour tout (z,y) € R? :

of

=2¢eY cos
ay(fb’y) e 4+ wcosxy.

Ainsi, puisque f(0,0) = 0 et gf (0,0) = 2 # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’afﬁrmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : ]—4, 5[ — R telle que ¢(0) = 0 et pour tout |z| < 6 : f(z,(z)) = 0.
De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R? :

of o f :
Iz (x,y) =2x 4+ ycosxy et o — (@ z,y) =2 —y’sinzy.

Par conséquent ¢'(0) =0 et ¢”(0) = —1 < 0; ce qui entraine que la fonction ¢
admet un maximum local en 0.

Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = e*¥ +y? —x — 2. Alors,
pour tout (z,y) € R? :

0
é(w,y)zxewyﬂ%y-
Ainsi, puisque f(0,1) = 0 et gf (0,1) = 2 # 0, le théoreme des fonctions

implicites nous permet d’afﬁrmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : ]—4, 5[ — R telle que ¢(0) = 1 et pour tout |z| < § : f(z, ¢(z)) = 0.
De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R? :

af _ Ty a2f _ .2 zy
5 (LY) =ye —let o5 (z,y) =y e

Par conséquent ¢'(0) = 0 et ¢”(0) = —1 < 0; ce qui entraine que la fonction ¢
admet un maximum local en 0.

Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = 1 —y? + 22y eY. Alors,
pour tout (x,y) € R? :

0
a_f(m,y) = —2y+a”el +alyel.
y

Ainsi, puisque f(0,1) = 0 et (0 1) = =2 # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’ afﬁrmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : ]—4, 8] — R telle que ¢(0) = 1 et pour tout |z| < & : f(z, $(z)) = 0.
De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R? :

of y . O f y
92 (x,y) =2zye et8 (r,y) =2yeY.
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Par conséquent ¢'(0) = 0 et ¢"(0) = e > 0; ce qui entraine que la fonction ¢
admet un minimum local en 0.

Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = 23 + 33 — 2%y — 1.
Alors, pour tout (z,y) € R? :

of a2 9
ay(ﬂf,y)—i%y i

Ainsi, puisque f(0,1) = 0 et 3—5(0,1) = 3 # 0, le théoréeme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : |4, 5[ — R telle que ¢(0) = 1 et pour tout |z| < & : f(z, $(z)) = 0.
De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R? :

of o0 f B
£ (z,y) = 32% — 2zy et e —5 (,y) = 6z — 2y.

Par conséquent ¢'(0) = 0 et ¢”(0) = 2 > 0; ce qui entraine que la fonction ¢
admet un minimum local en 0.
Soit f : R? — R la fonction définie par

1 4
f(z,y) = z? —2x—y—coswy2 —i—ln% + ey

+zeth

0
Alors, pour tout (z,y) € R? : 8—f (z,y) = —1+2mysinTy” + T+

Ainsi, puisque f(1,1) = 0 et (1 1) = 2 # 0, le théoréeme des fonctions
implicites nous permet d’ afﬁrmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : |1 — 46,1+ 6] — R telle que ¢(1) = 1 et pour tout |z — 1| < 9 :
f(z,¢(x)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R?:
of 2f
ox
Par conséquent ¢'(1) =0et ¢ (1) = -1 < O; ce qui entraine que la fonction ¢
admet un maximum local en 1.
Soit f: R? — R la fonction définie par

(z,y) =20 =2+ (y—1) e Vet =5 (z,y) =2+ (y— 1) "D

f(xa y) = COS(ZU2 + y) + Sin(;[: + y) + ea:3y —9.

0
Alors, pour tout (z,y) € R? : 8_f (z,y) = —sin(z® + y) + cos(z +y) + 2% " ¥ .
Y
Ainsi, puisque f(O, g) =0 et af (O, 2) = —1 # 0, le théoreme des fonctions

implicites nous permet d’ a,fﬁrmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : |4, §[ — R telle que ¢(0) = Z et pour tout |z| < §: f(z, ¢(z)) = 0.
De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R? :

8f(
Ox
82f 02 2 2
22 (r,y) = —2sin(z” +y) — 4z° cos(z* + y)

z,y) = —2xsin(z® + y) + cos(z + y) + 32’y e Y,

—sin(z + y) + 6xy e*V 4 9 /2 ™y
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Par conséquent ¢'(0) =0 et ¢”(0) = —3 < 0; ce qui entraine que la fonction ¢
admet un maximum local en 0.

Soit f : R% x R — R la fonction définie par f(z,y) = Inz + e¥ — 1.

of er
Alors, tout (z,y) € RE x R : 2L (,4) = <.
ors, pour tout (x,y) T Dy (z,y) .
Ainsi, puisque f(1,0) = 0 et 3—5(1,0) = 1 # 0, le théoréeme des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : |1 — 4,1+ 6] — R telle que ¢(1) = 0 et pour tout |z — 1| < ¢ :
f(x, ng(x)) = 0. De plus, ¢ € C*> et pour tout (z,y) € RI xR :

of 1 Yy ¥y
— |\ = — — — e :
By LY =~ e
ce qui entraine que ¢'(1) = —1. Par conséquent ’équation de la tangente a la

courbe y =¢(x) en lest y=¢'(1)(x —1) = —x + 1.

D’une part, puisque f(a,b) = 0 et g—i(a, b) # 0, le théoréme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : |a — d,a 4+ d[ — R telle que ¢(a) = b et pour tout |x —a| < 9 :
f(z,4(z)) = 0. De plus, ¢ € C! et pour tout |z —a| < ¢ :

of . 0f )
Iz (z,6(z)) + ¢ (a:)a—y (z,6(x)) = 0.

D’autre part, la fonction f étant homogene de degré «, on a, d’apres la relation
d’Euler, que pour tout (z,y) € A :

0 0
xa—i (x,y) + ya—Jyt (SE,y) = af(a:,y) )

ce qui entraine que pour tout |z —a| < ¢ :

of of _
o (z,0(z)) + gb(:c)a—y (z,0(x)) =0.

Considérons a présent, la fonction auxiliaire g : Ja — d,a + 6] — R définie par

o(z) = g—g (z, 8(z))

Ainsi, puisque cette fonction est continue et ag(a) # 0, il existe un nombre
0 < B <6 tel que pour tout |x —a| < B : zg(x) # 0. Par conséquent pour tout
lz—al <G

¢'(x) — icf)(%) =0 et ¢(a) = b ou encore ¢(z) = gaz,

3.85] o(x) = —=.
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Soit f : R® — R la fonction définie par
f(z, oy, 2) =322 + 69> +2° — 22 + 1.

of

Alors, pour tout (z,y,2) € R3 : 3, (z,y,2) = 5z* — 827,
2

Ainsi, puisque f(0,0,1) =0 et %(O, 0,1) = —3 # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((0,0),6) — R telle que ¢(0,0) = 1 et pour tout (z,y) €
B((0,0),6) : f(z,¢(z,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,z) € R®:

af of
O (7,y,2) = 6x et 3y (z,y, 2) Y

Par conséquent V¢ (0,0) = (0,0). Autrement dit, (0,0) est un point stationnaire
de la fonction ¢.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (z,y,z) € R3 :

o0 f Pf B f
82(“/’ z) =6, 050y (7,y,2) =0 et 92 (z,y,2) =12,

onar=2 s=0ett=4ouencore s> —rt = -8 < 0; ce qui entraine que la

fonction ¢ admet un minimum local en (0,0).
Soit f : R3 — R la fonction définie par

Flz,y,2) =2 —6y+e” +1n(2+ 2%+ 22 — 22) —zy + 322 + 2.

2z — 2
2422+ 22 -2z
Ainsi, puisque f(0,1,1) = 0 et %(O, 1,1) = 3 # 0, le théoréme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((O,l),é) — R telle que ¢(0,1) = 1 et pour tout (z,y) €
B((0,1),6) : f(z, ¢(z,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,z) € R®:

0
Alors, pour tout (z,y,2) € R3 : 8_]; (x,y,2) = + 3y2.

of 2 2 of
%(m,y,z) =1+42ze” +2+x2+22_22—y et 8—y(a:,y,z) = —6—x+6yz.

Par conséquent V¢(0,1) = (0,0). Autrement dit, (0, 1) est un point stationnaire
de la fonction ¢.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (z,y,z) € R3 :

s 2(2 — 2 2_9
S gz =27 4zt ert 4 20422 23)
” (24 22 + 22 — 2z)
82f 82f
dxdy (@,9,2) = —Let m(flf,y,Z)z&,
onar——%,s——ett——Z ou encore s2 —Tt:—_<0 ce qui entraine

que la fonction ¢ admet un maximum local en (0, 1).
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Soit f : R® — R la fonction définie par
fla,y,z) =2 + 2% +ayz + 2" — 1.

0
Alors, pour tout (z,y,2) € R3 : a—i(x,y, 2) = ay + 423,

Ainsi, puisque f(0,0,1) =0 et %(0,0, 1) =4 # 0, le théoréeme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((0,0),5) — R telle que ¢(0,0) = 1 et pour tout (z,y) €
B((0,0),(S) : f(x,¢(x,y)) = 0. De plus, ¢ € C> et pour tout (z,y,z) € R?:

0 0
8_£ (z,y,2) = 42> + 322y + yz et 3_5/[ (z,y,2) = 203y + x2.

Par conséquent V¢(0,0) = (0,0). Autrement dit, (0,0) est un point stationnaire
de la fonction ¢.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (z,y, z) € R3 :

0% f 2 , O°f 2 0% f 3
— (z,y,2) =122 +62y°, —— (x,9,2) =62"y+z2 et — (2,y,2) = 227,
5z (&Y %) y (%ay( Y, z) y 8yg( Y, z)

onarzo,s:_TlettzOouencoresQ—Tt:%>0;cequientrainequela

fonction ¢ n’admet pas d’extremum local en (0, 0).

Soit f : R? — R la fonction définie par
flz,y,2) = 522 4+ 5y 4 522 — 2oy — 2wz — 2yz — 72

of
9z
Ainsi, puisque f(1,1,4) =0 et %(1, 1,4) = 36 # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((1,1),6) — R telle que ¢(1,1) = 4 et pour tout (z,y) €
B((1,1),6) : f(=z, ¢(z,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,z) € R®:

Alors, pour tout (z,y,z) € R3 : (x,y,2) =102z — 2x — 2y.

of

0
%(x,y,z) =10x — 2y — 2z et a—g(x,y,z): 10y — 22 — 2z.

Par conséquent Vo(1,1) = (0,0). Autrement dit, (1, 1) est un point stationnaire
de la fonction ¢.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (z,y,z) € R3 :

0% f 0% f 0% f

— (r,y,2) =10, —— (x,y,2) = —2et — (z,y,2) = 10,

9z (&Y 2) aa:ay( Y, 2) 6)yg( Y, 2)

_ _ 5 _ 1 __5 2 _ 2 . : A
onar=—qg, S= 15 €t { = —1g ou encore s —Tt——ﬁ<0,cequlentrame

que la fonction ¢ admet maximum local en (1,1).
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Soit f : R® — R la fonction définie par

flzyy,2) =x+222 +9*> —xe¥ —ye” + 2sinyz — (y + 1)z + 1.

0
Alors, pour tout (z,y,2) € R3 : 8_£ (z,y,2) = 2ycosyz — (y +1).

Ainsi, puisque f(0,0,1) =0 et %(O, 0,1) = —1 # 0, le théoréme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((0,0),5) — R telle que ¢(0,0) = 1 et pour tout (z,y) €
B((0,0),6) : f(z,¢(z,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,z) € R? :

0 0
—f(:l;,y,z) =1+4r—eY—ye" et —f(ac,y,z) =2y—ze’—e" +2zcosyz — 2.

ox oy

Par conséquent V¢(0,0) = (0,0). Autrement dit, (0,0) est un point stationnaire
de la fonction ¢.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (z,y,2) € R3 :

0% f 0% f
w(m,y,z) =4 —ye®, m(m,y,z): —e¥ —€”,
82
8—£(x,y,z) =2 —ze¥ —22%sinzz,
Y
onar=4,s=—2ett=2ouencore s> —rt = —4 < 0; ce qui entraine que la

fonction ¢ admet un minimum local en (0,0).

Soit f : R® — R la fonction définie par
flz,y,2) =2 +a2* +yz + 2% + (y — 1)2.

0
Alors, pour tout (z,y,2) € R3 : 8_f (z,y,2) = 52" +4a2® +y.
z
Ainsi, puisque f(0,1,0) = 0 et %(0, 1,0) = 1 # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((0,1),5) — R telle que ¢(0,1) = 1 et pour tout (z,y) €

B((O, 1),5) : f(m,d)(x,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,2) € R3 :
of

of
— 4 — —
B (x,y,2) = 2"+ 2x et 9y (x,y,2) =2z4+2(y—1).

Par conséquent V¢(0,1) = (0,0). Autrement dit, (0, 1) est un point stationnaire
de la fonction ¢.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (z,y,z) € R3 :

0% f 0% f 0% f
@(I}Z/,Z):Q, M(xayaz)zoeta—yz($7yaz):2a
onar=-2 s=0ett=—2ouencore s> —rt =—4 < 0; ce qui entraine que

la fonction ¢ admet un maximum local en (0, 1).
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Soit f : R® — R la fonction définie par

f(z,y,2) = 2°2 4+ 2*y® + Tcosxyz — 20 cos y? — 2°.
0
Alors, pour tout (z,y,z) € R? : a_f (z,y,2) = 2° — Teysinzyz — 32°.
z

Ainsi, puisque f(1,0,2) =0 et %(1, 0,2) = —11 # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((l,O),5) — R telle que ¢(1,0) = 2 et pour tout (z,y) €
B((l,O),(S) : f(:c,d)(x,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,2) € R3 :

of
oz
of
ay

(z,y,2) = bxtz + 22y? — Tyzsinzyz — 10 2° cos y?
(z,y, 2) = 22y — Tezsinzyz + 2 Yy siny? .

Par conséquent V¢(1,0) = (0,0). Autrement dit, (1,0) est un point stationnaire
de la fonction ¢.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (z,y,z) € R3 :

82
a—J; (z,y,2) = 20 2%z 4 29* — Ty*2% coszyz — 90 2° cos y? ,
x
o f . 2 9. . 2
520 (x,y,2) = 4oy — Tzsinzyz — Teyz° cos xyz + 20 27y siny~ ,
roy
0% f 10, 2

a2 (z,y,2) = 22% — Tx*2% coszyz + 200 siny? + 42'%* cos 92,

— 950 o _ — _26 2 _ _ 1300
onar 1,s=0ett 17 ou encore s° —rt = — 551

que la fonction ¢ admet un maximum local en (1,0).
Soit f : R? — R la fonction définie par

< 0; ce qui entraine

f@,y,2) = e +e¥ e 46 4 e el 4 eV —p—y—6—e.

of
9z
Ainsi, puisque f(0,0,1) =0 et %(0, 0,1) =2e # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((0,0),é) — R telle que ¢(0,0) = 1 et pour tout (x,y) €
B((0,0),6) : f(z,¢(z,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,z) € R®:

of
oz
of
ay

Alors, pour tout (z,y,2) € R3 : (x,y,2) = 22 e +axe® + yeYs 4+ xye*V*

(z,9,2) = 2 e +ye™ +ze"F +yzeF -1,
(z,y,%) =Y fxe 4z 4z — 1.

Par conséquent V¢(0,0) = (0,0). Autrement dit, (0,0) est un point stationnaire
de la fonction ¢.
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Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (z,y,z) € R3 :

32

a_£($,y,2):2ex2+4x2ew2+y2el‘y+226xz_|_y2 2 wyz)
xr

P . . . »

dxdy (x,y,2) = ™ + zye™ + 2e™* + xyz? V7,

i

82f

2 2
97 (z,y,2) =2e¥ +4y? eV + a2 e™ + 22 eV 4 1222 ™7
onar=——,s=—%ett=—= ouencore s>—rt = —-25 < 0; ce qui entraine
2e’ e 2e 4e? ’
que la fonction ¢ admet un maximum local en (0, 0).

Soit f : R? — R la fonction définie par
3.94] p
flz,y,2) =—1 —3r4+ 22+ +yd+xe¥ +xze¥ 4 21 e,

4

0
Alors, pour tout (x,y,2) € R3 : == (z,y,2) = xe¥ + 42° % + x2* *

0z
Ainsi, puisque f(0,0,1) = 0 et %(0,0, 1) =4 # 0, le théoréeme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((0,0),8) — R telle que ¢(0,0) = 1 et pour tout (z,y) €
B((0,0),6) : f(z, ¢(z,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,z) € R®:

8£ (z,y,2) = —3+2z+e¥ +ze¥ + 27",
8—f(az,y,z):2y+3y2+xey+a¢zey.

Par conséquent V¢ (0,0) = (0,0). Autrement dit, (0,0) est un point stationnaire
de la fonction ¢.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (z,y,z) € R3 :

82f 6 2f
—(z,y,2) =2+ 2" "%, x,y,2)=¢eY+zeY,
5z (L1 Y5 %) 920y (2,9, 2)
82
8]20(12 Y,2) =246y +ze’ +xze?,
onarz—%,:s:—% ettz—% ouencoresz—rtz—%<O;cequientraine

que la fonction ¢ admet un maximum local en (0, 0).

Soit f: R® — R la fonction définie par

flzyy,2)=at +yt + 22+ e™ 4% 4 e¥* —e— 4.

)
a_f(x,y,Z) =42° fxe™ +yel?.
z

Ainsi, puisque f(1,0,1) =0et %(1, 0,1) = 4+4e # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction

Alors, pour tout (z,y,z) € R3 :



Dérivées partielles 131

continue ¢ : B((1,0),8) — R telle que ¢(1,0) = 1 et pour tout (z,y) €
B((1,0),6) : f(z,¢(z,y)) = 0. De plus, ¢ € C™ et pour tout (z,y,z) € R? :
of

3}
a—x(a:,y,z) =42’ +ye™ + ze"F et 8—£(x,y,z) =4y’ +xe 4 zev*.

D’ou le plan tangent a la surface z = ¢(z,y) au point (1,0) est

rz—1

<Vf(1,0,1), Y >:(4+e)x+2y+(4+e)z—2(4+e):0.
z—1

Soit f : R® — R la fonction définie par
f(z,y,2) :$4+$3y2+$2+yz+xyz+z4— 1.

0
Alors, pour tout (z,y,z) € R3 : a—f (z,y,2) =2 +y+ay+42°.
z
Ainsi, puisque f(0,0,1) = 0 et %(0,0, 1) =4 # 0, le théoréeme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((0,0),6) — R telle que ¢(0,0) = 1 et pour tout (z,y) €
B((0,0),6) : f(z, ¢(z,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,z) € R®:
of

0
(0,9,2) = 42% + 3022 + 2 + 2 et 2L (2,,2) = 2%y + 2 + w2
Ox Dy

D’ou le plan tangent a la surface z = ¢(z,y) au point (0,0) est

T

<Vf(0,0,1), Yy >:x+y+4z—4:().
z—1

Soit f: E =]—1,400[ x R x]0,4+00[ — R la fonction définie par
f(z,y,2) = =1+ 2 + y2° + Arctg xyz

1 1
+-In(l+z+2)—In3—Inz+ gln(y2+z3).

2
Alors, pour tout (z,y,2) € E :
of 4 xy 1 1 22
il -5 4
5, (©:9,2) = 5yz LT i R N

Ainsi, puisque f(1,0,7) =0 et %(1, 0,7) = % # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((1,0),5) — R telle que ¢(1,0) = 7 et pour tout (z,y) €
B((l,O),(S) : f(a:,gb(a:,y)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y,2) € E :

of yz 1

el —9

8I(x,y,z) x+1+x2y2z2+2(1+x+z)’
of 5 xz 2y

3y (,y,2) = 2° + el T3 )
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D’ou le plan tangent a la surface z = ¢(z,y) au point (1,0) est

r—1
37 1 22
vf(lv()v?)’ Y :_$+(75+7)y—|——2——:()
P 18 18 9

Pour les besoins de la démonstration, on va supposer que g—i(a, b) > 0.

Le cas %(a, b) < 0 se traitant de fagon analogue.

1) Puisque la fonction f est de classe C! et g—i(a, b) > 0, il existe un nombre
B > 0 (choisi de sorte B((a, b), ﬁ) C E) tel que pour tout (z,y) € B((a, b), ﬁ) :

of B
29

a—y(a:, y) > 0. Ainsi, en posant a = 5, on obtient que

A=la—a,a+a] X [b—a,b+a] C B((a,b),p)

et pour tout (z,y) € A : g—i(:c,y) > (. Considérons a présent la fonction
auxiliaire g : [b — a,b+ a] — R définie par g(t) = f(a,t). Cette fonction est
continue et pour tout |[t—b| < a: ¢'(t) = g—i (a,t) > 0. Elle est donc strictement
croissante sur [b — «, b + a] ; ce qui entraine, puisque g(b) = f(a,b) =0, que

fla,b—a)=gb—a) <0et fla,b+a)=glb+a)>0.

Ainsi, il découle de la continuité de la fonction f qu’il existe un nombre 0 <
d < a pour lequel pour tout |z —a| < 9 :

f(z,b—a) <0et f(x,b+a)>0.

Finalement, soit z¢ un élément de Ja — d,a + d] fixé et h: [b — a,b+a] — R
la fonction définie par h(t) = f(zo,t). Cette fonction est continue et pour tout
[t —bl < a:

B (t) = g—gjj(xo,t) >0.

Elle est donc strictement croissante sur [b — a, b + «]. Comme de plus
h(b—a) = f(xg,b—a) <0et h(b+ a) = f(xo,b+a) >0,

la fonction h s’annule une et une seule fois dans U'intervalle fermé [b — o, b+ «.
On désigne cet élément de [b—«, b+ ] par ¢(xo). On a ainsi défini une nouvelle
fonction ¢ : |a — §,a + [ — R qui vérifie les quatre propriétés suivantes :

eVzela—6d,a+6[: f(z, ¢(x)) =0.
eVz€la—d,a+6[:|p(x) —b| <a.

e (z,y) €la—b,ato[x]b—abtalet f(z,y) =0=y=od(z).
e d(a) = b.
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Cette derniere propriété est une conséquence directe de la propriété précédente.

2) Pour commencer, on va démontrer la continuité de la fonction ¢ en a. En
effet, il résulte de la démonstration de 1), qu’a chaque 0 < € < [, on peut
associer un nombre 0 < 6. < 0 tel que pour tout |z — a| < J; : ‘gb(a:) - b| <.

Montrons a présent la continuité de la fonction ¢. Pour cela, soit ¢ avec 0 <
lc — a] < § et montrons qu’elle est continue en ce point. En effet, puisque la
fonction f est de classe C! et

f(c, qb(c)) =0 et % (c,gb(c)) >0,

il existe, d’apres les résultats déja démontrés, un nombre ¢ > 0 (choisi de
sorte que J¢ — (,c+ ([ C Ja — d,a+ §]) et une fonction ¢y : Je —(,c+ ([ — R
continue en c tels que pour tout |z —¢| < ( :

fz, ¢1(x) =0, ¢1(c) = d(c) et |p1(x) — dr(e)]| < (o — [dlc) —b])-

Ainsi, en constatant que pour tout |z — ¢| < ( :

|p1(2) = b| < |p1(2) — p1(c)| + |p(c) —b] <,

on peut affirmer, sans autre, que sur |c — (,c+ ([ : ¢1 = ¢. D’on, la continuité
de la fonction ¢ en c.

Pour finir, montrons que ¢ est de classe C!. Pour cela, soit d € |a — §,a + §].
Puisque la fonction f est de classe C!, on sait qu’a chaque élément x # d de
la —§,a + J[, on peut associer 0 < 61, 03 < 1 de sorte que 'on ait

0= f(z06(x)) - f(d o(d))
= (f(z.0(@)) — f(2,6(d)) + (f(z,¢(d)) — f(d, ¢(d)))
of

=5, (@ 0(@) +6:(6(x) — 6()) ($(2) - 6(d))
+ L av o, s@)-a

ce qui nous permet d’écrire, car g_;j (z,0(d) + 61 (¢(z) — ¢(d))) > 0, que

(d + 02 (x — d), ¢(d))

6(d) + 6, (6(z) — B(d)))

of
_ ox
oy V7

Ainsi, la fonction f étant de classe C! et ¢ continue, on obtient, par passage &
la limite, que
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3) Pour commencer, montrons que ¢ = ¢ sur [a, a + d1[. Pour cela, raisonnons
par Dabsurde et supposons que {¢t € [0,61] : p(a+1t) # ¢p(a+ 1)} # 0 et
désignons par o 'infimum de cet ensemble. Alors, 0 < o < §;. De plus, puisque
les deux fonctions ¢ et ¢ sont continues en a + o, on a

plato) = ngriloocp<a+a<1 — %)) = nEl}rloo¢(a+a(1 — %)) = ¢(a+o0) ;

ce qui entraine, entre autre, que |p(a + o) —b| = |¢(a +0) —b| < a.

Ainsi, en utilisant de nouveau la continuité de la fonction ¢, il existe un nombre
o < p<d; tel que pourtout o < s < p: !go(a—l—s) —b‘ < «. Par conséquent, en
utilisant la deuxieme propriété que vérifie et la troisieme propriété que vérifie
¢, on a que pour tout s € [o,u] : p(a+ s) = ¢(a+ s); ce qui est impossible
d’apres la définition de o. D’ou contradiction.

De fagon analogue, on démontre que ¢ = ¢ sur |a — 01, al.

4) Si la fonction ¢ n’est pas considérée continue, on n’a pas forcément 'unicité
locale. Comme contre-exemple, il suffit de prendre la fonction f: R} xR — R
défine par f(x,y) = —sinzy avec (a,b) = (1, 7). Alors,

Fl,m) =0, 2—5(1,@ =1>0et ¢p(z) = g

La fonction non continue ¢ : R} — R définie par

2
Tosig # 1
plr) =9 =
T siz=1
satisfait elle aussi les deux propriétés demandées, a savoir : p(1) = 7 et pour
tout z € R% : f(z,¢(z)) = 0. Par contre, si & # 1 : ¢(z) # ¢(z).

3.99] Soient fi, f2 : R® — R les fonctions définies par
filz,y,2) =z —y* +2+8et fa(z,y,2) =2° +y* —2° — 16

Alors, puisque f1(0,2,0) = f2(0,2,0) =0 et

df df1
D(f1, f2) (0,2.0) = det dy (0,2,0) 5-(0.2,0) _ 3240
D(y,z) > Of2 df2 ’
5, (02,00 520,20

le théoreme des fonctions implicites généralisé nous permet d’affirmer qu’il
existe localement deux uniques fonctions continues ¢1, ¢o : |—6,] — R telles
que ¢1(0) =2, ¢2(0) = 0 et pour tout |z| < d :

fi(z, ¢1(x), ¢a(x)) = 2 — ¢7(x) + p2(x) +8 =0

et
fo(z, ¢1(2), 2(z)) = 2° + ¢ (x) — d5(x) —16 =0.
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De plus, ¢1, 92 € C*°. Ainsi, en dérivant ces deux expressions par rapport a x,
on obtient que pour tout |z| < :

1 — 3¢ (2)¢1 (x) + ¢(x) = 0 et 32 + 4¢/ ()97 (x) — 5y (a) 3 (x) =

ce qui entraine que ¢} (0) = 0 et ¢5(0) = —1. Par conséquent 1’équation de la
tangente a la courbe y = ¢1(x) en 0 est y = 2 tandis que celle de la tangente a
la courbe y = ¢2(x) en ce méme point est y = —x.

3.100) Soit fi, fo : R* — R les fonctions définies par
Jul ) = 2 — % 402 ot ol youv) =y —uv 4 1.

Alors, puisque f1(0,0,1,1) = f1(0,0,1,1) =0 et

3f1 fl
(0,0,1,1) (0,0,1,1)
lz)(f;’b)(o,o,l,l):det 36 g =470,
(u,v) 8f2 (0,0,1,1) 8f2 (0,0,1,1)

le théoreme des fonctions implicites généralisé nous permet d’affirmer qu’il
existe localement deux uniques fonctions continues ¢, ¢o : B((0,0),é) — R

telles que ¢1(0,0) = ¢2(0,0) = 1 et pour tout (z,y) € B((0,0),0) :

fl (CIZ’, Y, qbl(x?y): ¢2($,y)) =T — qb%(l‘,y) + qb%(x?y) =0
et
f2($7 Y, ¢1($7y)7 ¢2($,y)) =Y — ¢1(1’,y)¢2(3€,y) +1=0.

De plus, ¢1, ¢ € C°. Ainsi, en dérivant ces deux expressions par rapport a x
et par rapport & y, on obtient que pour tout (z,y) € B((0,0),0) :

1 —2¢1 (, y)a(b (,y) + 2¢2(x, y)88¢ (z,y) =0

Oz
(,

o2l ) 2L (2) 6. ) 22 (2,) = 0

0 0
~261(0.9) G () + 20a(0.9) 52 (2,) = 0

02

1= Ga(o. ) G (010) = 1(29) 2 (2,) = O

ce qui donne que

O¢1
Oz

(0, 0)——%(0 0) = i t%(o 0) =

Op2 1
0,0) = =.

Oy (0,0) 2

Par conséquent ’équation du plan tangent a la surface u = ¢1(x,y) au point

(0,0) est z+2y—4u+4 = 0 tandis celle du plan tangent a la surface v = ¢o(x, y)

en ce méme point est x — 2y +4v —4 = 0.
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3.101) Dans le seul but de simplifier les notations, on pose

(Y7X) = (y17"'7y’n7x17"'7xn)'

Considérons a présent les n fonctions auxiliaires g1, . .., g, : £ — R de classe C!
définies par gx(y, x) = fr(x)—yx . Alors, puisque pour tout entier k =1,...,n:
gr(b,a) =0 et

D(gl;---;gn) a _D(flv"'afn) a
D(xy,...,2,) (b, )_D(:cl,...,xn)( ) #0,

le théoreme des fonctions implicites généralisé nous permet d’affirmer qu’il
existe localement n uniques fonctions continues ¢1, ..., ¢, : B(b,d) — R telles
que ¢1(b) =aq,...,¢,(b) = a, et pour tout y = (y1,...,y,) € B(b,d) et tout
entier k =1,...,n:

9k (y, 91(y), ---, ¢n(y)) = 0 ou encore fi(d1(y), ---, on(y)) = yi -

3.102] Pour commencer, montrons que pour tout (z,y), (u,v) € D :

‘(f(x,y)—x) - (f(u’v)_u)

3 (1= ul+ Iy~ o))
et 1
[(9(z,9) =) = (9(uw,v) = v)[ < 3 (o —ul + ]y = ]).

En effet, on sait, d’apres le théoréme des accroissement finis, qu’il existe deux
nombres 0 < 61, > < 1 pour lesquels :

(f(@,y) —x) = (f(u,v) —u)
(gi (u+61(z—u), v+60i(y—v)) — 1) (x — u)

+%(U+01( u), v+ 01y —v))(y —v),

(9(z,y) —y) = (9(u,v) —v)
(u+62(x —u), v+6a(y —v))(z—u)

" Oz
(8—9 u+ 0(z — u), v—i—92(y—v))—1> (y—v).

De plus, pour k = 1,2 : (u+ 8g(z —u), v+ 0x(y — v)) € D.
la) Montrons que pour tout n € N : (z,,y,) € D. Pour cela, il suffit de

constater que (xg,yo) = (0,0) € D et (xn,yn) € D = (Tpt1,Ynt1) € D. En
effet,

(Jzn]+yn|) + o] < 6

Wl =

|xn+1’ = ‘xn_f(xnvyn)—i_a‘ S ‘xn_f(xnayn)’+|a‘ S

et

|yn+1| = |yn_g(xn7yn)+ﬁ‘ § |yn_ xTHyn |+|6| < (|xﬂ|+|yn|)+’ﬁ| < 5
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1b) Maintenant, montrons que pour tout n € N, la propriété P, :

2\" 2\"
|$n+1 _$n| < (g) M et |yn+1 _yn‘ < <§> M

ou M = max{|al, |3|} est vraie. Py est vraie et vérifions que pour tout entier
n>0:P, = P,i1. En effet,

’xn+2 - $n+1| = |(f(xn+layn+1) - xn—H) - (f(37nayn) - xn)!

1 n+1
< 3 (Jns1 = 2ol + [Ynt1 — ynl) < (g) M

et
|yn—|—2 - yn+1| = ‘ (g(xn-i-lv yn—i-l) - yn—l-l) - (g(xTH yn) - yn)‘

n+1
1
< 3 (’xn—i-l - xnl + |yn+1 — yn|) < (g) M.

Ainsi, le raisonnement par récurrence nous permet de conclure que P, est vraie
pour tout entier n > 0.

1c) Finalement, puisque pour tout couple d’entiers m >n >0 :

m m m E—1
2
[T — Tn| = Z (xp —x—1)| < Z |z — xp—1| < Z (5) M
k=n+1 k=n+1 k=n-+1
2 n
<3M | =
<o (5)
et
m m m 9 E—1
’ym - yn| = Z (yk: - yk—l) < Z ka — yk_l\ < Z (§> M
k=n+1 k=n+1 k=n+1

27’L
<3M | -
< ()

les deux suites (xn) et (yn) sont de Cauchy donc convergentes. Posons

lim x, =aet lim y,=05b.
n—-4oo n—-+4oo

Alors, (a,b) € D car D est un fermé et que pour tout n € N : (z,,y,) € D; ce
qui entraine, les deux fonctions f et g étant continues, que

a=a— f(a,b)+aetb=>b—g(a,b) + 3 ou encore f(a,b) = a et g(a,b) = .

1d) Pour finir, démontrons 'unicité. Pour cela, supposons que pour (¢, d) € D

et f(c,d) = a et g(c,d) = . Alors,

la —c| = ’(f(a,b)—a) — (f(c,d)—c)‘ < (|a—c|—|—|b—d|)

Wl
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et
|b—d|—] ab—b) ((cd ]< |a—c|+|b—d|)

ce qui entraine que |a—c|+|b—d| < 2 (Ja—c|+|b—d]) ou encore |a—c|+|b—d| =
0 = a=cet b=d. D’ou 'unicité.

1
2) Posons f(z,y) =z +1°, g(z,y) =2" +y, a=0,01, §=0,001et = 3

Alors, pour tout (z,y) € D = [—%, %} X [—l 1} :

373

f(0,0) = ¢(0,0) =0,
of . 1

_ — < —
’83} (z,y) 1‘ ‘ y)’ by < 3,
dg 6_ 1 |0g
_— = <— - —_ -
‘8:10 (w,y)' T <3 |3, (z,y) 1‘ 0,

1 1
=0,01 < - et 8=0,001 < —.
« Y _9e ﬂ Y _9

Ainsi, en utilisant 1), on sait qu’il existe, dans D, une et une seule solution du
systeme proposé.

3.103] 1) Puisque pour tout (z,y) € I1 x Iy :

= [ G tder Ny = [ 5 wgdi+ Ny
= N(t.)|, + N(a.y) = Nwy),

on a %(a,b) = N(a,b) # 0. Comme de plus x(a,b) = 0 et Y € C!, on
sait, d’apres 'exercice 3.98, qu’il existe localement une unique fonction ¢ :
la —8,a+ 6] — I de classe C! telle que ¢(a) = b et pour tout |r —a| < § :
x(z, ¢(z)) =

2) Soit y : I — Iy une fonction de classe C! ot I est un intervalle ouvert
contenant a et contenu dans I; et considérons la fonction auxiliaire f : I — R

définie par f(z) = x(z,y(z)). Alors, pour tout = € I :

F@) = 5% (@p(@) + 5 (0,9(0)y' (@) = M (2.9(a)) + Nz (@) (o)

ce qui entraine, si y est une solution de la forme différentielle exacte qui satisfait
la condition initiale y(a) = b, que pour tout = € I : x(z, y(:r;)) = 0 ou encore,
d’apres 1), que y(x) = ¢(x) sur Ja — d,a + 6[ N 1. D’ou 'unicité locale.

3.104] La forme différentielle étant exacte et N(1,1) = 1 # 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

x(w,y):/lmy(y—%)dt—/ly(l—2t)dt=$y(y—x)=0,

on obtient finalement que la solution cherchée est y(z) = x avec avec z € R.
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3.105] La forme différentielle étant exacte et N(1,1) = 1 # 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

1 Int Ydt 1 1
X(I,y)=/ (—-l—i)dt—i- —=—-—+sW’z4+1=0,
1 1

2y t t2 xy 2
on obtient finalement que la solution cherchée est

y(z) = 2

= —5— avec z > 0.
z(2+4In"z)

3.106] La forme différentielle étant exacte et N(0,0) = 1 # 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(0) = 0. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

z Y
X(x,y):/ (2t+ety)dt+/ (1—=2t)dt = —y* +e"y +2° =0,
0 0

on obtient finalement que la solution cherchée est

e’ — Ve + 422

y(r) = 5 avec r € R.

3.107) La forme différentielle étant exacte et N(1,1) = 2 # 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

C 9 Y x2y
X(z,y)= [ ty*dt+ [ (1+t)dt = ty—2=0,
1 1

2

on obtient finalement que la solution cherchée est

=14 V14 322
- 2

X

avec x > 0.

y(x)

3.108] La forme différentielle étant exacte et N(1,1) = —11 # 0, on sait
qu’elle admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme
de plus, elle doit aussi vérifier

x Yy
X(x,y):/ (3t2—6y)ydt+/ (1 —12t)dt = —62y*> + 23y +5 =0,
1 1

on obtient finalement que la solution cherchée est

2?4+ Vab 41202

12z

y(x) avec x > 0.

3.109)] La forme différentielle étant exacte et N(0,0) = 1 # 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(0) = 0. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

z Y
x(w,y)=/ (2tey+et)dt+/ eldt=(1+2%)e?+e*—2=0,
0 0



140 Solutions

on obtient finalement que la solution cherchée est

2—e"

122 avec r < In2.
T

y(z) =In

3.110) La forme différentielle proposée peut aussi s’écrire

1+tg*y(z) 2z
— Y (r) = 5
1+tgy(x) 1+

qui est une équation différentiable a variables séparées dont la solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 0 est y(z) = Arctgx? avec x € R.

En faisant le changement de variable z(z) = y?(z), la forme diffé-
rentielle proposée se transforme en I’équation différentielle linéaire du premier
ordre z’(z)—2tg z 2(z) = —>— dont la solution qui satisfait la condition initiale
2(0) =1 est

1+

cos?2z

z(x) =

V1
T avec —1 < x < I
cosx 2

3.112] La forme différentielle proposée peut aussi s’écrire

D’ou y(x) =

1
2/y(x)

y(@) = —zet

qui est une équation différentiable a variables séparées dont la solution qui
satisfait la condition initiale y(1) =1 est

yz) = (1—2)e” + 1)2 avec r < a
ou a > 1 est I'unique racine de ’équation (1 —x)e® +1 = 0.
3.113] La forme différentielle proposée peut aussi s’écrire

2y(x) 3

@’ =

qui est une équation différentiable a variables séparées dont la solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = 2 est

5)
y(x):\/;—l avec 0 <z < V5.
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3.114] La forme différentielle proposée peut aussi s’écrire

QQ(x) / — _tor
T+2(2) y'(z) = —tg

qui est une équation différentiable a variables séparées dont la solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 2 est

1
y(x) = vbcosz —1 avec |x| < Arccos 5

3.115) En faisant le changement de variable y(z) = xzz(x) avec x > 0, la forme
différentielle proposée se transforme en I’équation a variables séparées

1 , L
tg 2(2) Z'(x) = -2

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = % est

6—2($—1)
z(x) = Arcsin

—2(z—1) In?2
D’ou y(x) = x Arcsin eT avec x > 1 — n7

3.116) En remarquant que les deux expressions x—3y et 3z —y sont homogenes
de degré 1, on obtient, en faisant le changement de variable y(z) = zz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en I’équation a

variables séparées
3 — 1
2(z) 2N(z) = —

1 —22(x) x

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 2 est

(2) 9x — 2 — 3922 — 8z
z(z) = )
2

922 — 22 — 32922 — 8« 2./2

D’ot = > —.
ou y(x) i avec 3

En remarquant que les deux expressions x2 + 2 et xy sont homogenes
de degré 2, on obtient, en faisant le changement de variable y(z) = zz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en 1’équation a
variables séparées

2e) oy 1
1+222(x) o) = o

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) =1 est

o(z) = %(%_1)
Neers

D’ou y(x) = avec 0 < < V/3.

V2w
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3.118) En remarquant que les deux expressions 22 4+ y2 et 22 sont homogenes
de degré 2, on obtient, en faisant le changement de variable y(x) = zz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en I’équation a
variables séparées

1 oy L
1+ z(x) + 22(x) @) = x

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 0 est

(—1+\/§tg (%— ? lnx>>.

3 _2m A
D’oﬁy(az)z%(—l#—ﬁtg (%—ghgp)) avec e 3V3 < x < e3V3,

N =

z(x) =

En remarquant que les deux expressions z2 +? et 2zy sont homogenes

de degré 2, on obtient, en faisant le changement de variable y(z) = zz(x)

avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en I’équation a
variables séparées

2:0) 1

22(x) — 1 x

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 2 est z(z) = v/1 + 3.
D’ou y(z) = zv/1 + 3z avec x > 0.

En remarquant que les deux expressions xy?—13 et zy? sont homogenes
de degré 3, on obtient, en faisant le changement de variable y(z) = zz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en 1’équation a
variables séparées

1
(x)=—=
(0) =
dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 0 est z(z) = —Inz.

D’ou y(x) = —xInx avec z > 0.

3.121) Enremarquant que les deux expressions y++/x? + y? et —x sont homo-
genes de degré 1, on obtient, en faisant le changement de variable y(z) = zz(x)

avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en 1’équation a
variables séparées

1 1
()=
1+ 22(x) x
2 -1
dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 0 est z(z) = 5
x
2
—1
D’ou y(x) = ’ avec x > 0.

2
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ON oM
O (z,y) — Oy (z,y)

Puisque y
N(z,y)

la fonction pu(x,y) = p(x) = e” est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(0,2) = 6 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 0. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

=_1,

x Y
x(z,y) =/ (v° e +4ye*) dt+2/ (t+1)dt =e"y® +2*y—8=0,
0 2
on obtient finalement que la solution cherchée est
y(zr) = —e* + v e2*+8e * avecx >0.

ON oM
_(xay)_a_y(x7y) 1

3.123] Puisque Oz ==,
N(z,y) x

la fonction u(x,y) = i(x) = x est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(1,1) = 1 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

€z ) m2y2 3
x(w,y)=/ (1+ty2)dt+/ tdt=z+—— 2 =0,
1 1

on obtient finalement que la solution cherchée est

V3—=2
y(m):u avec0<x<§.
x 2
ON oM
%(x,y)—a—(x,y) 9
Puisque g ==,
N(z,y) x

la fonction p(z,y) = fi(x) = 25 est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(1,1) = 2 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

8|

xy Yy y2 3
=— | Lat 14+ t)dt = = ~2=0
x(z,y) /1 2 +/1 (1+1) 5+ 5 =0,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(m):é(—1+\/1+3$2> avec x > 0.

ON oM
_($7y)_8_y($7y) 1

3.125] Puisque O = ——,
N(z,y) x

la fonction u(x,y) = fi(x) = = est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(1,1) = 1 # 0, qu’elle admet une solution qui
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satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

x Y 3,3 2 1
= t2y> —t)dt /t%lt:xy—x— ~=0
e = [ et -nas L Y
on obtient finalement que la solution cherchée est
(z) = 13/322 -1 -
yla) = — 5 avec T 7
ON oM
8—x($>y)—8—(9€,y) 3
3.126) Puisque J =2,
N(z,y) x

la fonction p(z,y) = fi(x) = 25 est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(2,2) = 12 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(2) = 2. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

x 2 y 2
Y 3 x 1 1 5 7
= t dt + — tdt = —+ - (1—-— —=-=0
Xy /2(+t3> +4/2 2+2( a:2)y 2"

on obtient finalement que la solution cherchée est

7 — 2
y(r) = 71/ — avec 1 <z < V7.
a:' J—
ON oM
%(%y)—a—(%y) 1
3.127] Puisque y =——,
N(z,y) x
la fonction u(x,y) = i(x) = x est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(1,1) = 1 # 0, qu’elle admet une solution qui

satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

4 £L’2

x(%y):/ (t3+t(y2+1))dt+/ tdt ="+ ()2 +1) -2 =0,
1 1 4 2 4

on obtient finalement que la solution cherchée est

1 [5— 2t — 222
——,/# avec 0 <z < \/—14+6.
T

.. (33‘,:1]) T . (.T,y)
3
3.128] Puisque O 9y =—,
N(z,y) x
la fonction p(z,y) = fi(x) = 25 est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N (1 1) 1 # 0, qu’elle admet une solution qui

satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

/ —dt+/ =2 _1-0,
e

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) = x avec z > 0.
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Remarque : Ici, on peut diviser les deux membres de cette forme différentielle
par z2 pour obtenir une équation différentielle linéaire de premier ordre.

ON oM
Ox (z,y) — U (z,y)
Puisque y =-1,
N(z,y)

la fonction pu(z,y) = fi(x) = e* est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(0,0) = 1 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 0. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

T Y
X(x,y):/ (t2+(y+2)t+2y)etdt+/ dt =z?e* 4+ (x+1)e"y =0,
0 0

on obtient finalement que la solution cherchée est

CI?Q

y(a:):—x+1 avec x > —1.

ON oM
—($7y> _a—y(x7y) 20

) ox
3.130) P = —
uisque 22— 2

la fonction u(z,y) = fi(x) = 1+ 22 est un facteur intégrant de la forme dif-
férentielle proposée; ce qui entraine, N(1,7) = —2 # 0, qu’elle admet une
solution qui satisfait la condition initiale y(1) = w. Comme de plus, elle doit
aussi vérifier

x y
x(x,y) = / 4t(1+t2)sinty+y(1+t2)2008tydt—|—4/ costdt
1 T

:/1uu+ﬂﬁmwﬁ
1

T Y

+ (1 + t2)2 sin ty

1 g

—/ 4t(1 4 t*)sinty dt + 4sint
1
= (1+x2)2sina:y:0,

T
on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) = — avec z > 0.
x

ON oM
O (z,y) — Oy (z,y)
Puisque y =1,
N(z,y)

la fonction p(z,y) = fi(x) = e~* est un facteur intégrant de la forme différen-

tielle proposée ; ce qui entraine, N(0,1) = 1 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

X(l',y):/ <_—ﬁ>€_tdt+/ d—zt:(——+x+1>e—w:0,
0 Yy 1 t Yy

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) =

1 avec r > —1.
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ON oM

a,.. (l'7y> T T (l‘,y)
3
3.132] Puisque O 9y = ——,
N(z,y) x
la fonction p(z,y) = fi(x) = 23 est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entraine, N(1,—1) = —3 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = —1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier
T 32 g2 y 1 23 42
Y) = — - =] dt 20— =< |dt=—+==0,
on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) = —x ¥z avec x > 0.
ON oM
%(%y)—a—(%y) 9
3.133] Puisque Y = ——,
M(z,y) y

la fonction u(z,y) = u(y) = y% est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(0,1) = 4 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

Tt v 3 3+ 22
X(a;,y):—Q/ —dt+/ (1+—2>dt:—ﬂ+y+2:o,
oY 1 t y

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(r) =—-14+ 4+ 22 aveczx € R.

ON oM
—(‘T7y)_a—y(x7y) 2

3.134] Puisque O = —,
M(z,y) y

la fonction u(x,y) = 1i(y) = y? est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(0,1) = —1 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

T ) y6 1
x(x,y)ZZ/ ty3dt—/ Bdt =223 -2 + - =0,
0 1 6 6

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) = ?\)/33324— 924+ 1 avecz € R.

ON oM
8—x(x7y)_a—(x7y) 3
Puisque y = ——,
M(z,y) y

la fonction u(z,y) = u(y) = y% est un facteur intégrant de la forme différentielle

proposée; ce qui entraine, N(0,1) = —2 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier
Ydt.  e" +uxy

1 +3 y2

1 xT
X(fﬁ,y):?/(etjty)dt—Z 1=0,
0
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on obtient finalement que la solution cherchée est

T+ V2 +4er

y(r) = 5 avec z € R.

3.136) Pour que o(2? + 3?) soit un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée il faut et il suffit que o/(s) + =0 (s) = 0 ou encore o(s) = %tge Par
1 sz e .
—\/W est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée; ce qui entraine, N(0,1) = 1 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

€T t Y )
x(%:u)z/ 2+ —— dt+/ dt = 2%+ /22 + 4> -1 =0,
0 ( Vit +y? 1

on obtient finalement que la solution cherchée est

conséquent, p(z,y) =

3—VD
y(xr) =+Vat =322+ 1 avec |z| < \/_

2

3.137) Pour que o(xy) soit un facteur intégrant de la forme différentielle pro-

posée il faut et il suffit que o/(s) — 20(s) = 0 ou encore o(s) = cs?. Par
conséquent p(z,y) = x?y? est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entraine, N(2,—1) = —4 # 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(2) = —1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

@ y
x(z,y) = / t2y° (4t + 6y) dt + / 8t%(6 + 8t) dt = 23y3(x +2y) = 0,
2 1

x
on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) = —gavec € R.

3.138) 1) Pour que p(x,y) = x soit un facteur intégrant de la forme différen-
tielle proposée il faut et il suffit que pour tout z > 0 : f/(z) + < f(z) = 1 dont
I'unique solution qui satisfait f(1) =1 est

f(m)z%(a:-i—i).

2) Ainsi, puisque N(1,0) = f(1) =1 # 0, la forme différentielle exacte

1 1
@ +y+ = <x+—> y =0
2 x
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 0. Comme de plus,

elle doit aussi vérifier

xr—1

o y 1
x(w,y)z/ t(t2+y)dt+/ dt = — +§(w2+1)y=0,
1 0

1— 2

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) = avec © > 0.
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3.139) 1) Pour que la forme différentielle proposée soit exacte il faut et il
suffit que pour tout z € R : f’(x) = —2sinz dont 'unique solution qui satisfait
f(0) =2est f(z) =2cosz.

2) Ainsi, puisque N(0,1) = —f(0) = —2 # 0, la forme différentielle exacte
(y? + 1)sinz — 2coszyy’ = 0 admet une solution qui satisfait la condition
initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

@ y
X(m,y):(y2+1)/ sintdt—/ 2tdt = —(y* +1)cosx +2 =0,
0 1

on obtient finalement que la solution cherchée est

2 T
— —1 < —.
y(x) =4/ P avec || 5

3.140) 1) En effet,
ouN

ouM
8—y (xvy) T o (iv,y)

= (1 —=m)p(x)y~"y" " (z) = (1 = m)p(z)y™ " (z)y™™ = 0.
2) Ainsi, puisque N (a,b) =1 # 0, la forme différentielle
(p(2)y = f(z)y™) +y' =0

admet une solution qui satisfait la condition initiale y(a) = b. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

o) = [ = jop@ans [Cema
L gmt@-n- [ CHoy @y s T g,

:1—m 1-m

on obtient
Yyl = (z) = by (1) (1 + (1 —m)p™ /j FO"H(x) dt)

ou encore que la solution cherchée est

1
z T—m
i) =) (14 = mp [ g taar)
Remarque : Le domaine de définition de la solution y va dépendre de m. En

particulier, si m > 1, son domaine de définition est le plus grand intervalle
ouvert contenant a, contenu dans I et pour lequel

|4 (1= m)bm! / FO™ @) dt > 0.
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of (x,y) =2x(2siny — 1)
3.141) Puisque pour tout (z,y) € R? : gjf,

=L = (12 —
3y (z,y) = 2(z" cosy —y),

les points stationnaires de la fonction f sont

O = (0,0),

2

P, = —\/ﬁ<%—{—2kﬂ'>,%+2kﬂ'> avec k > 0,
2

Qi = \/75(%4—2/{%),%%—2]{%) avec k > 0,
-2 (5 5

M, = —\/ﬁ<%+2kw>,g+2lm> avec k < 0,

—2 (57 5%
Nk: \/75(?4_2]{7‘-)7?—’_2]{7‘-) aVGCk<0.

Nature des points stationnaires.

( 0% f :
r=53 (x,y) =2(2siny — 1)
0% f
s = 910y (x,y) = 4z cosy
02 f _
\ t= 372 (z,y) = —2(z*siny + 1).

1) Pour O = (0,0), on a s> —rt = =4 <0 et r = —2 < 0; ce qui entraine que
la fonction f admet un maximum local en ce point.

2) Aux points Py, Qk, My et Ng, on a s> —rt > 0; ce qui entraine que la
fonction f n’admet pas d’extremum local en ces points.

3.142) Puisque pour tout (z,y) € R? :

% (z,y) = 2z (; +y2)

x 1422+ 2y
of 4y 2
ay(:z:,y) 1+:c2+2y2+ zy+1,

la fonction f admet deux points stationnaires, a savoir :

P=(01- )@= (014 55 )
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Nature des points stationnaires.

( 0% f 2(1 — 2% + 292
T:W(!’I%y): ( 3 2y°
x (1422 +2y2)
0% f —8zy
0y (1+ 22 +2y?)
o 4(1 4 22 — 2y?
t:a—J;(x,y): Sk yg 22
\ Y (1+ 22 +2y?)
Ainsi, pour tout (0,y) avec 2y? +4y+1=0, on a
8(1+2
= +2y%, s=0 et t:—( + y)2'
(142y2) (1 +2y2)

Par conséquent :

1) Pour P : s —rt > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’ex-
tremum local en ce point.

2) Pour Q : s2 —rt <0 et r > 0; ce qui entraine que la fonction f admet un
minimum local en ce point.

of (z,y) =y(e ™ —1) —sinx
3.143) Puisque pour tout (z,y) € R? : gf‘

L) = a1,
les points stationnaires de la fonction f sont
O, =(0,y) avecy € R et P, = (km,0) avec k € Z* .

Nature des points stationnaires.

( aZf .,
r=53 (z,y) = —y*e ™Y —cosx
0% f
1—ay)e ™ — 1
\ 8$5y(x y) =1 —=zy)e
82f 2 —xy
\t—a—yQ(x,y)——xe :

1) Pour O, = (0,y) avec y € R, on a s* — rt = 0. Puisque 'on ne peut rien
dire dans ce cas, considérons la fonction auxiliaire g : R — R définie par
g(t) = —t — e~ *. Comme pour tout t € R : ¢’(t) = —1 + e~ *, la fonction
continue g est strictement croissante sur |—oo, 0] et strictement décroissante
sur [0, 4+o00[. D’olt

max g(t) = 9(0) = 1.

Par conséquent pour tout (z,y) € R? :
f(z,y) = g(vy) + cosz < g(0) + 1 = f(0,y) ;

ce qui entraine que la fonction f atteint son maximum aux points O,,.
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2) Pour P, = (km,0) avec k € Z*, on a s* —rt = —k?*n% coskw. D’on,

¢ Sik #0estpair: s2 —rt < 0etr <0.La fonction f admet donc un
maximum local aux points P.

¢ Si k est impair : s> —rt > 0. La fonction f n’admet pas d’extremum
local aux points P.

g _ - x2+y2—2m—|—y

% (z,y) = 2(y + 1)+ —20+y

I'unique point stationnaire de la fonction f est (1,—1) .

3.144) Puisque pour tout (z,y) € R? :

Nature du point stationnaire.

( 82
r= 3—33]; (2,y) = 2(1 + 2(z — 1)2) =+ 204y
62
= 5ae (@0) = dla = Dy -+ 1) e
32
R 2(1+ 2(y + 1)2) =+ 204y
\ dy?
Pour (1,-1): s> —rt = —% < 0 et r = 2 > 0. Par conséquent la fonction f

admet un minimum local en (1, —1).

3.145] Pour tout (z,y) € R? :

8f o 2 x+y __
%(xay)—?ﬂ - =0 {x2:y2
—

O (a) = a7 — v =0 8a? —*tv = 0.
Ainsi,

1) z = —y. Alors, 322 —1 =0 ou encore x = j:\%.

2) x = y. Alors 322 — e2® = 0; désignons par a l'unique solution de cette
équation. De plus, a < 0.

Par conséquent la fonction f admet trois points stationnaires, a savoir :

Nature des points stationnaires.

( 82f N
r= 22 (z,y) = 62 — " 1Y
82f z+y
8x8y( 7y) —e
0% f -
\ t= ay2<xay)_6y_e v
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1) Pour P et P, : s2 —rt =12 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet
pas d’extremum local en ces deux points.
3) Pour Q : s* —rt =36a%(a—1) < 0 et r =3a(2—a) < 0; ce qui entraine
que la fonction f admet un maximum local en ce point.

0

8_f (z,y) = 32 — 3 + ¢?
3.146) Puisque pour tout (z,y) € R? : 833‘”

8_3/ (ZC, y) = Zmy,

la fonction f admet quatre points stationnaires, a savoir :
P, = (0,—\/5), P, = (0, \/§> Q1 = (=1,0) et Q2= (1,0).

Nature des points stationnaires.

( 82][‘
T

= o2 (z,y) = 6z
0% f
< D20 (z,y) =2y
0% f
= — :2
\ t 952 (z,y) =2z

1) Pour Pj et P, : s> —rt =12 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet
pas d’extremum local en ces deux points.

2) Pour Q1 : s —rt = —12 < 0 et r = —6 < 0; ce qui entraine que la fonction
f admet un maximum local en ce point.

3) Pour Qp : s> —rt = —12< 0 et r =6 > 0; ce qui entraine que la fonction
f admet un minimum local en ce point.

of

3.147) Puisque pour tout (z,y) € R? : gf

dy

la fonction f admet quatre points stationnaires, a savoir :

O =(0,0), P, =(0,12), P, =(12,0) et Q= (4,4).

(z,y) =y(12 — 22 — y)

(x,y) =2x(12 — z — 2y),

Nature des points stationnaires.

( 82f
r= g3 (@y) =2y
0% f
= 520y (r,y) =12 —2x — 2y
0% f
x t= 5 5 (v,y) = -2z,

1) Pour O, P; et Py : s> —rt = 144 > 0; ce qui entraine que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ces trois points.
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2) Pour Q : s> —rt = —48 < 0 et r = —8 < 0; ce qui entraine que la fonction
f admet un maximum local en ce point.

Ce maximum local n’est pas un maximum global car lim f(z,—1) = 4oc0.

T—+00
gi (x,y) =2z +siny

3.148) Puisque pour tout (z,y) € R? : of .
3 (x,y) = xcosy + 1 siny,

les points stationnaires de la fonction f sont

P, = (0, kn), Qk_< ‘4[ §+21m> et Ry, = (?,—%zkw)

avec k € Z.

Nature des points stationnaires.

( 82]('
r=ga@y) =2
o0 f
\ *~ 920y (z,y) = cosy
>*f _ 1
\ t= 92 (z,y) = —xsmy%—zcosy.

1) Pour Py : 82 —rt > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas
d’extremum local en ces points.

2) Pour Qp et Ry, : 82 —rt = —% < 0etr=2>0; ce qui entraine que la
fonction f admet un minimum local en ces points.
of :
p (x,y) = —ysinx — cosx
3.149] Puisque pour tout (z,y) € R? : 8;

— (z,y) =2y +cosx,
3y( y) =2y

les points stationnaires de la fonction f sont P = (g + kr, 0) avec k € 7.

Nature des points stationnaires.

( 82
rza—:gé(x,y):—ycosx—ksin:c
T (ay) = —s
— x, = —S1Inx

0xdy 4
0*f

k t= 92 (x,y) =2.

1) k pair. Pour Py : s> —rt = =1 < 0etr =1 > 0; ce qui entraine que la

fonction f admet un minimum local en ces points.



154 Solutions

2) k impair. Pour P, : s> —rt = 3 > 0; ce qui entraine que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ces points.
min _ f(z,y) = —3 car f(%,0) = —3 et pour tout (z,y) € R?:

(z,y)ER?
2 1
f(z,y) = <y + co;x) ~ 1 (9 —sin*z + 4sin )
1
> ~1 (9 —sin*z + 4sinz) > —3.
0 .
7 (2,) = —sin(z +y)
3.150) Puisque pour tout (z,y) € R? : of

a_y (xvy) = _Sin(x—i_y) +cosy,

les points stationnaires de la fonction f sont

Qrp = (g+k7r, g—i—pW) avec k,p € Z.

Nature des points stationnaires.

( an
r=5-3 (x,y) = —cos(x + y)
0% f
- axay (.T,y)——COS(.’,U—'-y)
82
\ t= aJ;(x y) = —cos(z +y) —siny.

1) Si k est pair et p € Z : s2 —rt =1 > 0; ce qui entraine que la fonction f
n’admet pas d’extremum local aux points Q.
2) Si k est impair et p pair : s> —rt = —1 <0 et r = —1 < 0; ce qui entraine
que la fonction f admet un maximum local aux points Q) p -

3)Si k et p impairs : 52 —rt = =1 <0 et r =1> 0; ce qui entraine que la
fonction f admet un minimum local aux points Q. -
0
O (r,y) = (20— a7 — ) e =0
3.151) Puisque pour tout (z,y) € R?: 8;

dy (z,y) = (2y — 22 — y?) e~ @),

la fonction f admet deux points stationnaires : O = (0,0) et P = (1,1).

Nature des points stationnaires.

( a2f

2 2 —(x+
r=o=(wy) = (2—dvta® +yf)e )
82
< &céfy (2,y) = (<22 =2y + 2° + ) e~ FV)
o2 »
| a£($ y)=(2—dy+a®+y?)e ).
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1) Pour O :s? —rt = -4 <0etr=2>0; ce qui entraine que la fonction f
admet un minimum local en ce point.

2) Pour P : s> —rt = 4e~* > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet

pas d’extremum local en ce point.

3.152] Puisque pour tout (z,y) € R? :

O () = (1= 20(a 4 y)) )

of

=L —(1-2 —(@*+y?)
99 (z,y) = (1—-2y(z +y))e ,

la fonction f admet deux points stationnaires, a savoir :

1 1 11
P:(—ﬁﬁ) e’“Q:(m)-

Nature des points stationnaires.

( 82 2 2
r= 3;20 (z,y) = —2(3z +y — 22°(z + y)) e~ (@ Hy7)
P Ay ~2(z +y — 2ay(z +y)) e @)
Oxdy
1= LT ) = a(a 8y — 2P ) )
\ 3y x,y x+3y —2y“(x+vy))e :
1) Pour P : s%2 —rt = —% <0Oetr= % > (0; ce qui entraine que la fonction

f admet un minimum local en ce point.

2) Pour Q : 5% —rt = —% <0Oetr= —% < 0; ce qui entraine que la fonction
f admet un maximum local en ce point.

af o2
ZJ — _9 (z°+y)
O (z,y) zye

3.153) Puisque pour tout (z,y) € R? : of
2
o (@) = (L=y) e,
Yy

I'unique point stationnaire de la fonction f est P = (0,1).

Nature du point stationnaire.

( an 2 —(2?
r= g (@y) =2y(2e" —1)e (7 +)
0% f 2
= =9 1) e~ @ +y)
roy (BY) =2y —1)e
0°f ~(e*+y)

t= 82( y)=(y—2)e

\

Pour (0,1) : s —rt = —e% <0Oetr= —% < 0. Par conséquent la fonction f
admet un maximum local en ce point. Ici, le maximum local est global. En effet,
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puisque maIé(ye_y = % et pour tout r e R : 0 < e~ <1,o0n a
ye

—@ty) _ L
ma e =-=f(0,1).
Jhax Y - =/f0,1)

of
oz
%gmwwzw—wa+w,

(z,y) =1 —ch(z +y)
3.154) Puisque pour tout (z,y) € R? :

I’'unique point stationnaire de la fonction f est P = (—%, %)

Nature du point stationnaire.

( 2
r= 90 (e.y) =~ sh(z+)
2
4 ziéﬁ ,y) = —sh(z +y)
2
= ) =2 sh(o+y).

Pour (—%, %) : 82 —rt = 0. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins, en

constatant que pour tout § > 0 :

1 1 1 o, 1 11
f(‘5+@§‘5>—‘1+53>‘1—f(‘?5>

1 1 1 1 11
f(_§+57 5) :_Z+<5_Sh5)<_Z:f(_§,§)’

on peut affirmer que la fonction f n’admet pas d’extremum local en (—

of
oz
of
Ay
les points stationnaires de la fonction f sont de la forme P, = (z,—x) avec
r € R.

)-

l\DI»—A

1
27

(z,y) =1 —ch(z +y)
3.155) Puisque pour tout (z,y) € R? :
(z,y) =1 —ch(z +y),

Nature des points stationnaires.

( 82
r=2d (y) = —shia +)
2
— (5. = —sh(a + )
2
t= 0 f(x y) = —sh(z +y).

\ dy?
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Pour tous les points P, : s2—rt = 0. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins,
en constatant que pour tout § > 0 :

fle+6,—x) =95 —shd<O0et f(x —6,—x) = - +shd >0,

on peut affirmer que la fonction f n’admet pas d’extremum local aux points
P,.

3.156) Puisque pour tout (z,y) € R? :

o (wy) = oy
oz Y 14 a2 492

af 4
- =y — 1
3y (z,y) y(1+$2+y2 )

la fonction f admet trois points stationnaires, a savoir :

—2(x—1)

P =(~1,0), P,= (1—\/§,o> et Py — (1+\/§,0> .

Nature des points stationnaires.

( o0 f 8(1 — 22 +9?)
T:—2($,y): 2
Ox (1422 +y2)

0% f (2,y) = — 16 zy
dzdy (1~|—332—|—y2)2

0% f 8(1+ 2% —y?)
t:—2(3§',y): 2

S (1+2%+y?)

1) Pour P, : 2 —rt =4 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas
d’extremum local en ce point.

2) Pour P : 82 —rt = —% <Oetr= 1(22:/_% > 0; ce qui entraine
que la fonction f admet un minimum local en ce point. P> n’est pas un
minimum global. En effet,

lim f(z,0) = lim ((1 + %) (M — 1) +2x> = —0.

T——00 r——00 1+ x2
3) Pour P; : s2 —rt = —&gf’—f;@ <Oetr=-— 1(33:2/%126 < 0; ce qui entraine

que la fonction f admet un maximum local en ce point. P53 est un maximum

global. Pour cela, posons t = /22 + y? et considérons la fonction auxiliaire

g : [0, +0c[ — R définie par g(t) = 41In(1 + %) — (1 + t2) + 2t.

2+ 1) (= (1-v2) (¢ (1+ VD))
1+ ¢2

on a max g(t) = g(l + \/5) Finalement, il suffit de remarquer que pour

tout (z,y) € R? :

flz,y) <gt) <g(1+V2) = f(1+V2,0).

Y

Puisque pour tout t > 0: ¢'(t) =
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8f (x,y) =16ye™ + 32z
3.157) Puisque pour tout (z,y) € R? : jf,
Ay

la fonction f admet trois points stationnaires, a savoir :

o) o (8

(z,y) =16z e™ + 2y,

n2>.

0 = (0,0), P:(

Nature des points stationnaires.

( 82f 2
r= @(:B,y) = 16y~ e™ + 32
a2f Ty
82
t= 8£(x y) = 162%™ + 2.

1) Pour O = (0,0) : s> —rt = 192 > 0; ce qui entraine que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ce point.

2) Pour Pet Q : s> —rt = —256In2 < 0 et r = 32(1 +1n2) > 0; ce qui
entraine que la fonction f admet un minimum local en ces deux points.

3.158) Puisque pour tout (z,y) € R? :
of
Ox
of
Ay

(z,y) = 2ze® —sin(z +y) + cos(z + y)

(x,y) = —sin(x + y) + cos(x + y),

les points stationnaires de la fonction f sont P, = (0, T+ /{:77) avec k € Z.

Nature des points stationnaires.

( 82 2
r= 8";(3: y) = 2(1 + 22?) e” — cos(x +y) — sin(z + y)
o0 f ,
< - 81}53; (.T,y)——COS(.T-f—y)—Sln(ﬂ?-f—y)
o0 f :
t= 97 (x,y) = —cos(x +y) —sin(x + y) .

1) Pour Py, avec k pair : s2 —rt = 2v/2 > 0; ce qui entraine que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ces points.

2) Pour P, avec k impair : s — rt = —2V2 < 0etr=24++2>0; ce qui
entraine que la fonction f admet un minimum local en ce point.
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%(x y) = 62 +2(z — y)
Puisque pour tout (z,y) € R? : g;
3 (z,y) = —2(x —y) - 6,

la fonction f admet deux points stationnaires : P = (—1,2) et Q = (1,4).

Nature des points stationnaires.

( 82f
rzﬁ(x,y)=12x—|—2
0% f
0% f
t= a2( JY)=2.

\

1) Pour P = (—1,2) : s> —rt = 24 > 0; ce qui entraine que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ce point.

2) Pour Q = (1,4) : s> —rt = =24 < 0 et r = 14 > 0; ce qui entraine que la
fonction f admet un minimum local en ces points.

% (z,y) =y(-1+e ™) —sinx

3.160) Puisque pour tout (z,y) € R? : of
a_y (xvy) = CU(_I + efacy) 5

les points stationnaires de la fonction f sont P, = (0,y) avec y € R et Q) =

(km,0) avec k € Z*.

Nature des points stationnaires.

( 82
r= axJ; (z,y) = —y*e ™Y —cosx
82f
r,y)=—1+1—xy)e ™
\ *= 3250 oy BV = (1 —=y)
0*f
t= (z,y) = —a*e™"Y.
| oy?
1) Pour tous les points P, : s> —rt = 0. A priori, on ne peut rien dire.
Néanmoins, désignons par g : R — R la fonction défine par g(t) = —t —e~*.

Puisque pour tout t e R: ¢'(t) = —1+e7 %, on a

t)=g(0) = —1.
max g(t) = g(0)

Ainsi, en remarquant que pour tout (z,y) € R? :

flz,y) < maxg(t) +1=f(0,y) =0,
eRrR

on peut affirmer que la fonction f atteint son maximum global aux points
P,.
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2) Pour Qy, avec k # 0 pair : s2 —rt = —k?72 < Oetr = —1 < 0; ce qui
entraine que la fonction f admet un maximum local (ici global) en ces
points.

3) Pour Qy avec k impair : s — rt = k%272 ; ce qui entraine que la fonction f
n’admet pas extremum local en ces points.

3.161) Puisque pour tout (z,y) € R? :

of 9 1

it -9 Sy -
B (L Y) w+y<5+1+x2y2)
of 9 1

- — 4y - 2
ay(ffa‘,y) w<5+1+x2y2)+ Y,
la fonction f admet trois points stationnaires :

0=1(0,0), P=(-v2,v2) et Q= (V2,-V?2).

Nature des points stationnaires.

( 0% f 213
r= G @) =2
Ox (14 22y2)
0% f (2.7) 9 n 1 22y?
_ T, y) = = _
0x0y V=517 x2y? (14 22y2)
0% f 223y
:82(xay)_2_ 9 o
\ y (1 +a%y?)
_ ) _ 96 . . A :
1) Pour O = (0,0) : s* —rt = 5g > 0; ce qui entraine que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ce point.
2) Pour Pet Q:s? —rt = —% <0Oetr= % > 0; ce qui entraine que la
fonction f admet un minimum local en ces points.
af 1
% (:E? y) = Y- P
3.162) Puisque pour tout (z,y) € R* x R* : of ]

I'unique point stationnaire de la fonction f est P = (—1,1).

Nature du point stationnaire.

(P2
"T o2 WY T3

0% f

= :1
y S %ay(l‘,y)

0% f 2
T T T

Pour P:s? —rt = -3 <0etr=—2<0; ce qui entraine que la fonction f
admet un maximum local en ce point.
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af 3

5 (LY) =2zy (4o -y
Puisque pour tout (z,y) € R? : of

a—y(l’,y) =a?(4 -z —2y),

les points stationnaires de la fonction f sont P = (4,0), @ = (2,1) et Ry = (0,y)
avec y € R.

Nature des points stationnaires.

( 82']('
r=53@y) =2y -3z —y)
0% f 3
S 8_8a:8y(x’y)_2$(4_§$_2y>
0*f 2
\ t—a—y2(1‘,y)——2x :

1) Pour P = (4,0) : s> —rt = 256 > 0; ce qui entraine que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ce point.

2) Pour Q = (2,1) : s> —rt = -32< 0 et r = —6 < 0; ce qui entraine que la
fonction f admet un maximum local en ces points.

3) Pour tous les points R, : s* —rt = 0. A priori, on ne peut rien dire.
Néanmoins, en constatant que pour tout y € R : f(0,y) = 0, on obtient, en
étudiant le signe de f(x,y) au voisinage de I'axe Oy, que

e siy ¢ [0,4], la fonction f admet un maximum local en R, ;
o siy €]0,4], la fonction f admet un minimum local en Ry ;

e si y = 0 ou 4, la fonction n’admet pas d’extremum local en R,,.

3.164) Puisque pour tout (z,y) € R? :

%(%y) =122 +48(z —y)(1 - (z —y)?)]

% (2,y) = —48 (@ —y)(1 - (x—y)*)",

la fonction f admet trois points stationnaires : O = (0,0), P = (0,—1) et
Q= (0,1).

Nature des points stationnaires.

( 62f

=t ) =124 48 (1~ (- 9)) — 672 — (1~ (— )"
{ 5= ;ng, (2,9) = =48 (1— (v = 9)*) " +672(x —y)*(1 = (& — )*)°
| t= g_gjg(x,y) =48 (1—(z—9)*) —672(@—p)*(1 - (z—1)*)°.

1) Pour le O = (0,0) : 2 —rt = =576 < 0 et r = 60 > 0; ce qui entraine que
la fonction f admet un minimum local en ce point.
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2) Pour P et Q : s2 —rt = 0. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins,
puisque f(0,—1) = f(0,1) =1 et pour tout § > 0 :

f(6,=1468) = f(5,14+6) =1+66> > 1
et
f(0,—1—08) = f(0,1+6)=1-35%2+6)°
on peut affirmer que la fonction f n’admet pas d’extremum local aux points
P et Q.

of

3.165] Puisque pour tout (z,y) € R? : ai
Ay

(,y) =ye™ + 2z

(z,y) = ze™ + 2y,
les points stationnaires de la fonction f sont :

O = (0,0),

V-Vam(@va) S
\/X avec U < <Z’

V—VAl(2v2) S
\/X avec U < <Z'

VAV, -

—/=VAm(2V]).,

Nature des points stationnaires.

4 82f N

r=o5(@y) =yre+2
= Baoy (DY) = (L +ay)e
62

\t aé(zy)—x eV + 2.

1) Pourle O = (0,0) : s> —rt =1—4X et r =2 > 0; ce qui entraine que
e Si0< A %, la fonction f n’admet pas d’extremum local en ce point.
e SiA> i, la fonction f admet un minimum global en ce point. En effet,
en posant E = {(z,y) € R? : |z] < V2,]y| < \/g}, on sait, f étant

continue et E compact, qu'il existe (a,b) € E pour lequel

fla,b) = (mr’rﬁgEf(w,y) < f(0,0) =1.

Ainsi, en remarquant que pour tout (z,y) € R2\ E : f(x,y) > 2, on a

a,b) = min .
flat) = min_ ()
D’ott Vf(a,b) = (0,0) car f € C'. Or pour A > %, I'unique point
stationnaire de la fonction f est (0,0). D’ot a = b = 0.
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2) Pour Py et Qx ave(30<)\<i:
s? —rt = 16)\ln(2\/X) <Oetr:2(1—1n(2\/X)> >0;

ce qui entraine que la fonction f admet un minimum local en ces points.

3.166) Puisque pour tout (z,y) € R? :

0 20°x
—f(w,y)=2m+y+ 5
Ox (1+ 222 4 ¢2)
0 2
—f(x,y):x—|—2y+ i 5
oy (1+ 222 + ¢2)
et ( 92 2 4.2
f 2c Sa*x
T:ﬁ(xay):2+ 7~ 3
T (1+C¥2$2+y2) (1+Q2$2+y2)
82f( ) =1 S8a’xy
5= x,y) =1-—
dzdy (1+a2x2+y2)3
0% f 2 Sy?
t:a—y2<x,y):2+ 2.2 1 22 2.2 4 2\3
\ (1—|—ax —{—y) (1—1—ax +y)

on obtient que pour O = (0,0) : Vf(0,0) = (0,0), s> —rt=-7—-8a?<0 et
r=2(1+a?) > 0; ce qui entraine que la fonction f admet un minimum local
en ce point.

3.167] Si l'on pose t = x + y, ce probleme revient a chercher les extrema
locaux de la fonction g : R — R définie par

g(t):t—l—sint—i—cost:t—l—\/?cos(%—t).

Puisque pour tout t € R : ¢'(t) =1+ ﬂsin(% — t), les points stationnaires de
la fonction g sont

t:g+2k7rett:7r+2k7raveck62.

Comme de plus ¢"’(t) = —sint — cost, on a

1) Pourt = Z +2km, k€ Z : g’ (% + 2kn) = —1 <0, la fonction g admet un
maximum local en ces points.

2) Pour t =7+ 2km, k € Z : g”(% + Zkﬂ') =1 > 0, la fonction g admet un
minimum local en ces points.

En conclusion, la fonction f admet un maximum local en tout point des droites
d’équation x +y = § + 2km, k € Z tandis qu’elle admet un minimum local en
tout point des droites d’équation x +y = 7w + 2km, k € Z.

3.168) Posons t = x? + y? et considérons la fonction g : [0, +00o[ — R définie
par
2Vt —t si0<t<d4

9(t) = \2\/%_“:{ —2Vi+t sit>4.
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D’une part, on constate que g(0) = g(4) = Ir1>i(1)19(t) = 0. D’autre part, puisque
t>

1
— —1 si0<t<4

g'(t) = Vi

o 1
1 sit>4,
Vi
la fonction g admet un unique point stationnaire, a savoir : t = 1. Comme de

plus pour ¢ € ]0,4] : ¢"(¢t) = —2\2—3 < 0, elle admet, en ce point, un maximum
local.

En conclusion, la fonction f admet un minimum global en (0, 0) et en tout point
situé sur le cercle d’équation x? + y? = 4, tandis qu’elle admet un maximum
local en tout point situé sur le cercle d’équation 2 + y? = 1.

3.169] Pour simplifier I’écriture, posons
f O f

0% f
T_W(a’b)’ 5= Oxdy

(a,b) et t= a—yQ(a,b).

Pour commencer, on va supposer que s> — rt # 0. Alors, puisque la fonction f
admet un maximum local en (a, b), on doit avoir : s> — 7t <0 et r < 0; ce qui
entraine que pour tout (u,v) € R? :

s \2 02
ru? + 2suv +tv? =1 ((u—{——v) - (52 —rt)) <0.

r r
Supposons maintenant que s> —rt = 0. Sir =t =0, il n'y a rien & démontrer.
Faisons donc 'hypothese supplémentaire que r # 0 (le cas t # 0 se traitant de
la méme maniere) et considérons la fonction auxiliaire g : R — R définie par
g(t) = f(t,b). Cette fonction est de classe C? car f l'est. Puisque g admet un
maximum local en a et que ¢g”(a) = r # 0, on doit avoir r < 0. Par conséquent
pour tout (u,v) € R? :

2
ru? + 2suv + tv? :r(u+§v> <0.
r
3.170] Posons E = [0, 1] x [0, 1]. Puisque pour tout (z,y) € E : f(x,y) > 0,
on peut écrire, sans autre, que

min z,y)=0.
Juinf(z,y)
On pourra noter que ce minimum est atteint aux points de la forme (0,y) ou
(x,0) avec 0 <z, y < 1. La fonction f atteint son maximum, car elle continue
sur un compact. En remarquant que, pour tout (z,y) € F :

o (x,y) = y(1 =327 +y?)
0 T a9 5 \2
oy UoBed) =iy # 0.0,

dy (@y) = (1 —3x2 + y2r)2

le maximum cherché se trouve sur 0F.
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1) Sur {0} x [0, 1], la fonction f est identiquement nulle.

2) Sur [0,1] x {0}, la fonction f est identiquement nulle.

3) Sur {1} x [0, 1], la fonction f, qui s’écrit f(1,y) =
mum en y = 1 et ce dernier vaut %

4) Sur [0,1] x {1}, la fonction f, qui s’écrit f(z,1) =

mum en r = \/g et ce dernier vaut i \/E .

2 1 /2
En conclusion, (mr’%lécEf(x,y) = f <\/;7 1) =1V3

3.171] Posons E = [-2,0] x [0, 1]. La fonction f atteint ses extrema, car elle
est continue sur un compact. Puisque, pour tout (z,y) € F :

. i 1-
Try? atteint son maxi

H#, atteint son maxi-

of
2 , — 2 _ 3
B (DY) =20 —y+
0
a—g(x,y) =—r+2y—2,
(—%,3) est Punique point stationnaire de f et f(—3,3) = —3. Etudions a

présent la fonction sur OF.

1) Sur {0} x [0, 1], la fonction f s’écrit f(x,1) = (y — 1)2. Par conséquent

Ogglf((),y) = f(0,1) =0 et Orggglf((),y) = f(0,0) =1.

2) Sur [—2,0] x {1}, la fonction f s’écrit f(x,1) = 2% 4+ 2x. Par conséquent

—2n§1imn§0f(x, 1) = f(_17 1) =—1 et _gg;};of(xv 1) = f(_27 1) = f(07 1) =0.

3) Sur {—2} x [0,1], la fonction f s’écrit f(—2,y) = y* — 1. Par conséquent

Jin, f(=2,y) = f(=2,0) = -1 et Oglgglf(—ly) = f(=2,1)=0.

4) Sur [—2,0] x {0}, la fonction f s’écrit f(x,0) = 2%+ 3x + 1. Par conséquent

min f(x,())zf(—§,0> :—§ et max f(z,0)= f(0,0)=1.

—2<2<0 2 4 —2<z<0
En conclusion, min_f(z,y) = —= et max f(z,y) = 1
n conclusion, min T,y) = —= et max z,y) = 1.
(z,y)eE 4 3 (z,y)€E y

3.172] Posons E = [0, %] X [0, %} La fonction f atteint ses extrema, car elle
est continue sur un compact. Puisque, pour tout (z,y) € F :

of

p (x,y) = cosx + cos(z + y)
of B
o (z,y) = cosy + cos(z +y),

(%, %) est 'unique point stationnaire de f et f(%, %) = 3\/75. Etudions a
présent la fonction sur OF.
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1) Sur [0, 5] x {0}, la fonction f s’écrit f(z,0) = 2sinz. Par conséquent

min_ f(x,0) = f(0,0) =0 et max_ f(x,0) = f(
0<z<% 0<z<5

2) Sur {g} X [ ,2} la fonction f s’écrit f(27y) = 1—1—[5111( —l—y). Par

conséquent
T 0 T
I a = _70) = <_7_> :27
o;?,?ng y) f<2 33

e T
TN =f(Z5Y=1+v2.
oging(z’@ f(2’4> V2

3) Sur [0, g} X {g}, la fonction f s’écrit f(x, g) =1++2 sin(% + x) Par

conséquent
s s T
)= r03) (32
oglfgf< 5)=1(0.3)=7(53

max f(x,z>—f<4 2>—1+f

0<z<% 2

4) Sur {0} x [0, %], la fonction f s’écrit f(0,y) = 2siny. Par conséquent

T
in 0,4) = f0.0) =0 et max f(0,y) = f (0.5) =2

V3

En conclusion, min f(z,y) =0et max f(z,y) =3—.
(z,y)EE (z,y)EE 2

3.173] La fonction f atteint ses extrema, car elle est continue sur un compact.
Puisque, pour tout (x,y) € F :

ﬁ(:L’ ) = —ysinz — cosx
8$ ’y - y
Z—ch(:z:,y) =2y +cosz,

la fonction n’admet pas de point stationnaire . Etudions a présent la fonction
sur OF.

1) Sur {(z,y) € R? : || < §, y = cosz}, la fonction s’écrit f(z,cosz)
= —2sin® z — sinz. Par conséquent

%némgg f(z,cosz) = f (g,O) = -3,
1 15 1
_gn;&;};%f(:c,cosx) =f (—Arcsin Z’T) =—.
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2) Sur {(z,y) € R? : [z| < &, y = —cosz}, la fonction s'écrit f(z,cosz) =
—sinx — 2. Par conséquent

min _ f(z,—cosz) = f (g,()) = -3,

~§e<}
max _ f(x,—cosx) f( z O) 1
X - =fl—-= = —
,%ngg ’ 2,
En conclusio in_ f(z,y) 3et max f(xz,y) .
n conclusion, min f(z,y) = — max f(z,y)=—.
(@mes’ Y ewyes’ Y T8

3.174] FE est l'intérieur avec ses cotés du carré de sommets A = (%,O),
B = (0, ?jf), C = (—%T”,O) et D = ( ,—?jT”). La fonction f étant E;ontinue sur
un compact, elle atteint ses extrema. Puisque, pour tout (z,y) € F :

Z_J:; (x,y) = cos(x —y) —sin(z + y)

5 (2,) = - costa ) —sinfe +4).

la fonction admet deux points stationnaires, a savoir : (—%, %) et (%, —g). De

plus, f(—%, %) =0 et f(%, —%) = 2. Etudions a présent la fonction sur son
bord OF.

1) Sur le segment AB, la fonction s’écrit f(z, —z + 2F) = sin(2z — 2F) — %
Par conséquent

3T T b’ 1
min r,—xr+— | = — ) ==1- =,
ogxg?;ff< 4) f<8 8) V2

3 Y 1
— — | = — =] =1-——.
o 1 (moee ) =1 (F.5) =1-

2) Sur le segment BC, la fonction s’écrit f(x, x + %ﬂ) = cos(2a: + 3—’7) - 1.
Par conséquent

. 3T RY 3T
i fwe s ) =1 (05) =1 (F0) =0,

max f(:c,:c—k:%r):f(—g—ﬂ B—W)zl—i.

)
_%TWS:ESO 8 8

3) Sur le segment C'D, la fonction s'écrit f(z, —z — 2L) =sin(2z+ 2X) —
Par conséquent

3 5) 1
min f(x,—x——ﬁ):f<__7r,_1):_1__7
_Srgmso 1 58 2

3 T b7 1
max r,—r— — | = —— | =1—-—=.
—%ggf< 4) f( 8 8> 2
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4) Sur le segment DA, la fonction s’écrit f(x T — %TW) = cos (2:1: — 3”) + %
Par conséquent

3 3
rnin3 f(x,x—%)zf((),—f)zf(f0):0,
ogmg—f
37 3m 37 1
max r,r— — | = ——— | =14 —.
0<:c<3”f< 4) f<8 8) V2

1
En conclusion, min f(x —1——et max f(z,y)=2.
» y)EEf( y) = 7 (w,y)eEf( y) =
3.175] Pour commencer, montrons I’existence de ces extrema. Pour cela, consi-
dérons le sous-ensemble E = [0,27] x [0, 27]. Puisqu’il est compact et que la
fonction f est continue, elle atteint son minimum et son maximum sur F. Au-
trement dit, il existe (a,b), (¢,d) € E pour lesquels

fla,b) = min_f(z,y)et fc,d) = max f(z,y).
(z,y)eE (z,y)eE
Soit a présent (u,v) € RZ. On sait qu’il existe un unique couple (u1,v1) de
0,27 x [0,27] et un unique couple (k1,k2) de Z? tels que u = uj + 2kim et
v = vy + 2kow. Par conséquent f(a,b) < f(u,v) = f(ui,v1) < f(e,d). On a
ainsi démontré que
a,b min x,y) et f(c,d ma x,Y) .

fla,b) = (m’y)eRQf( ,y) et f(c,d) = (M)EXRQJ”( y)
La fonction f étant de classe C!, on doit avoir Vf(a,b) = Vf(c,d) = (0,0).
Finalement, puisque les solutions dans E du systeme

% (x,y) = —sinz + cos(zx +y) =0

g—gjj (x,y) = —siny + cos(x +y) =0

sont (37”, 37”), (%, %) et (%”, ‘%”) et que de plus
3m 3 3 5 3V3
P o, p (R D) = By (B By 38
2 2 6" 6 2 "6 2
3 3vV3
on peut conclure que (xgl)lélR2 flx,y) = e et (xlfr;)anRz fla,y) = \2/7 )

Pour commencer, montrons l'existence de ce minimum. Pour cela,
considérons le sous-ensemble E = [—6, 6] x [—6, 6]. Puisqu’il est compact et que
la fonction f est continue, elle atteint son minimum sur E. D’autre part, en
constatant que (0,0) € E, f(0,0) = 6 et pour tout (z,y) € R2\ E : f(x,y) > 6,
on peut aussi écrire

min X min X
(x,y)esz( Y) = (xy)eEf( JY) -
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La fonction f étant de classe C', ce minimum est atteint en un de ses points
stationnaires. Finalement, puisque 'unique solution du systeme

%(:ﬂ,y)=4(3x+y+2):o
g—g(m,y)=2(2x+3y+4):o
est (—2 —§) on peut conclure que min f(z,y) = f _2 _§ _ 2
70T, (z,y)ER2 ) 7, 7 -

Remarque : Géométriquement, ce probleme revient a trouver la plus courte
distance ¢ entre les deux droites gauches

di={2-t,3+t,1-2t):teR} et do={(1—-t 2t 3+1¢):teR}.

Pour commencer, montrons l’existence de ce minimum. Pour cela,
considérons le sous-ensemble F = B((0,0),2). Puisqu’il est compact et que
la fonction f est continue, elle atteint son minimum sur E. D’autre part, en
constatant que (0,0) € E, f(0,0) = 4 et pour tout (z,y) € R2\ E : f(z,y) > 4,
on peut écrire

min T,Y) = min T, ).
(W)E]sz( y) (x’y)eEf( y)

La fonction f étant de classe C', ce minimum est atteint en un de ses points
stationnaires. Finalement, puisque 'unique solution du systeme
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%(m,y):2(2x+y—2):0
%(m,y)zZ(:c+2y—2)=0

est (%, %), on peut conclure que (mgl)igRQ flx,y)=f (%, ;) = %
Pour commencer, montrons l’existence de ce minimum. Pour cela,
désignons par E l'intérieur avec ses cotés du triangle rectangle de sommets
A= (-2,-2), B=(7,-2) et C = (—2,7). Puisqu’il est compact et que
la fonction f est continue, elle atteint son minimum sur E. D’autre part, en
constatant que (0,0) € E, f(0,0) = 2 et pour tout (z,y) € R2\ E : f(z,y) > 2,
on peut écrire

min r,Y) = min T, ).
i, fley) = min f(z,y)

|z| > 2

ly| > 2

Recherche de ce minimum.

1) Soit F' I'intérieur du triangle rectangle délimité par les deux axes et la droite
d’équation x + y — 2 = 0. Alors,

Vf(x,y)=(0,0)= (z,y) € F.
De plus, dans F' : f(z,y) = 2.

2) Sur 'axe Oz, la fonction f s’écrit f(x,0) = |z| + |z — 2|. Par conséquent

mei]%f(:c, 0) = f(t,0) =2 avect€|[0,2].

3) Sur I'axe Oy, la fonction f s’écrit f(0,y) = |y| + |y — 2|. Par conséquent

min f(0,y) = f(0,¢) =2 avect € [0,2].
yeR
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4) Sur la droite d d’équation x +y — 2 = 0, la fonction f s’écrit f(x,2 —x) =
|z| + |2 — z|. Par conséquent

mi]%f(sc,Q—x) =f(t,2—t)=2 avecte|0,2].
A

En conclusion, min r,y) = 2.
Join, fz.y)

3.179] Ce probléme revient & trouver le minimum de la fonction f : R? — R
définie par

f(:c,y):\/?( 932—6$+25+\/x2+y2+\/y2—12y+40>.

Pour commencer, montrons ’existence de ce minimum. Pour cela, considérons
le sous-ensemble E = B((O7 0), 12). Puisqu’il est compact et que la fonction f
est continue, elle atteint son minimum sur E. D’autre part, en constatant que
(0,0) € E et pour tout (z,y) € R*\ E : f(x,y) > f(0,0), on peut écrire
min r,y) = min z, ).
Loin f(z,y) (m,y)eEf( y)

La fonction f étant de classe C!, ce minimum est atteint en un de ses points
stationnaires. Finalement, puisque 'unique solution du systeme

of V3 x—3 x

—_— , = 2 + =
Oz (©3) Va2 —6x + 25 \/x2+y2>

of y y—6

—_— :L" :\/§ + =
39( v) Vaz 4y Y2 — 12y +40

est (1,2),ona B=(1,—-1)et C =(2,2).
\Y

Al
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3.180] 1) En effet, puisque pour tout x € R : g4(z) = 2?(a — z)(a — 22), la
fonction g, admet un minimum local en 0.

32 x?
2) Non, car pour tout z # 0 : f =5~ < f(0,0)=0<f =5 )

3.181] Soit g : R — R la fonction auxiliaire définie par

2
g(t) = f(x = 5Cht, Yy = 5Sht) — Z5 (36215 +e—2t) .

Ainsi, puisque pout tout t € R : ¢/(t) = 2 e7!(3e? — 1), on a

(_1n3> _ 25\/5'

4 2

)
gélﬂglg() g

Finalement, en constatant que pour tout (x,y) € E : f(z,y) = f(—x,—y), on

peut écrire
25/3
] y = ] t = —_—:
Jin, foy) = ming(t) = =5

3.182) Soit g : £ =[0,1] x [0,27[ — R la fonction auxiliaire définie par

: r LT
g(r,0) = f(x =rcosb, y =rsinf) = ﬂm sin <Z+0>'

Ainsi, en remarquant que sur [0,1] la fonction h(r) = TTTQ est strictement
croissante, on peut écrire

min f(z,y) = min g(r,0) = —

-

(z,y)€B((0,0),1) (r.0)eE
1
max flx,y) = max g(r,0) = —.
(x,9)€B((0,0),1) (z-9) (r.0)eE (r:) V2

3.183] Soit g : D = [2,3] x [%, %} — R la fonction auxiliaire définie par

sin 6
r,0) = f(r =rcosf, y=rsinf) =r— .
o(r,0) = f( y=rsing) = ri
Ainsi, en remarquant que sur [%, g} la fonction h(f) = 5 fégfg 5 est strictement

croissante, on peut écrire

1
min r,y) = min g¢g(r,0) = — et max f(x,y) = max g(r,0) =3.
(x,y)GEf( y) (r,G)EDg( ) \/5 (:C,y)EEf( y) (r,@)EDg( )

3.184) 1) Soit (z,y) € R? fixé. Ainsi, en constatant que

. In(costx +ysintz) . —wxsintr + xzycostx
lim = lim - =y,
t—0 t t—0 costx + ysintx

In(costx+ysintx
( ty ) oy

on obtient bien que f(z,y) = %ir% e
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z=e"

2) La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Dési-
gnons par (a,b) un de ces points. Alors,

« Si (a,b) € B((0,0),2), on doit avoir
Vf(a,b) = (be™, ae®) =(0,0) <= a=b=0
et £(0,0) = 1.

 Supposons a présent que (a,b) € 83((0,0), 2) et considérons la fonction
auxiliaire g : [0,27] — R définie par g(0) = f(x = 2cosf, y = 2sinf) =
e2sin20 - Alors,

min f(z,y) = min g(f) =e 2,

(z,4)€8B((0,0),2)" 0<0<2n
— 0) = e2 .
<m,y)e?§5§o,0),2)f(x’y) Ognéi};ng( )=e
Finalement, min f(z,y) =e? et max f(z,y) =€
(z,y)€B((0,0),2) (z,9)€B((0,0),2)

3.185) En remarquant que {t =22 +y?:(z,y) € B((2,0),2)} = [0,4], ce
probleme revient tout simplement a trouver les extrema de la fonction g :
[0,4] — R définie par

0 2 —t2 si0<t<?2
TI=Y 29 sio<t<d.
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D’ou ( .
min f(x,y) = min g(t) =0,
(z,9)€B((2,0),2) ) 0<t<4

max fxvy:maxgt:8.
(z,y)€B((2,0),2) (@,y) 0<t<4 (t)

3.186] Pour tout ¢t € R, désignons par d; la droite d’équation y = x —t. Ainsi,
puisque

ENd #0 < —?+4t+1>0<=2-V5<t<2+5

1
et la fonction g(t) = In(1 4+ t) + e T+ strictement croissante sur |—1, 4o00[, on

peut écrire

min f(z,y) =g(2—\/5) =1In (3—\/5) +e 35,

(z,y)EL

max_f(z,y) :g<2—l—\/§> =In <3—|—\/5> +e 3+V5

(z,y)EE

3.187) Posons E = {(x,y) ER?:z+y=28, z,y > O}. Alors, les extrema
de la fonction f sur E sont les mémes que ceux de la fonction g : ]0,8] — R

définie par g(t) = f(t,8 —t) = 2¢(8 — t)(t — 4). Par conséquent

4 256
min T,Y) = 4——)=—-——-,
(:c,y>eEf( v)=9 ( \/3) 3v3

i) <4+ 4 ) 256
max x,Y) = — | = —F=.
(z,y)EE =43 V3 3v3
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3.188) Posons E = {(:U,y) € R? : sinzsiny = %, 0<uzy< 71'}. Alors, en
constatant que la condition sinzsiny = 3 avec 0 < z, y < 7 est équivalente

2
Ay = Arcsin =—— ou m — Arcsin =—— avec £ < z < %”, les extrema de la

2sinx 2sinx o
fonction f sur E sont les mémes que ceux de la fonction g : [%, %ﬂ — R définie
par
1
g(t) = 1 (cotg®t — 1) +sin?t.
Par conséquent. min _f(r,y) = J et max_f(r,y) =
ar conséquent min f(x,y) = - et max f(z,y) = —.
4 (z,y)EE y 2 (z,y)EE y 4

La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b) un de ces points. En constatant que V f(a,b) # (0,0), on
a (a,b) € 0B((0,0),1) et posons g(z,y) = z* + y? — 1 = 0. Ainsi, puisque
Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un
scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

{ 14+2Xa=0

=b=2a.
2492\ =0 “

Par conséquent

min _ f(z,y) = f (—i,—i) =-V5,

(z,9)€B((0,0),1)

1 2
max _ f(z,y) = f (— —> =5,
(z,y)€B((0,0),1) NGIRVE

3.190] La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b) un de ces points. Alors,

1) Si (a,b) € B((0,0),1), on doit avoir
Vf(a,b)=(2a+b,a—2b)=(0,0)<=a=0b=0
et £(0,0) = 0.

2) Supposons & présent que (a,b) € dB((0,0),1) et posons g(z,y) = z* +y* —
1. Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme
de Lagrange, qu’il existe un scalaire \ de sorte que V(f 4+ Ag)(a,b) = (0,0).
D’ou

ot
at

21+ XNa+b=0
a+2(-1+M\b=0;

ce qui entraine, puisque (a, b) # (0,0), que

2(1+ ) 1 o B Vb
da( 1 2@&+A)>_4X_5_0¢$A_i2'

o\ = —@. Alors, b = (V/5 — 2)a. Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a

B 1 VB—2 ) oy D104 5V5
(a’b)_i<\/10—4\/5’\/10—4\/5> P = 5T
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= \/75 Alors, b = —(\/5—1— 2)a. Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a

1 542 10 + 5v/5
(a,b) =+ [ — RS ot flab) = L0F5VE
V10+4v5 10+ 45 10 + 45
En conclusion,
(@)eB((0,0,1) 10+4V5  (@)eB(0,0),1) 10 —4v/5

3.191) La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b) un de ces points. Alors,

1) Si (a,b) € B((0,0),1), on doit avoir
Vf(a,b) = (10a — 6b, —6a + 2b) = (0,0) <= a=0b=0.

£(0,0) = 0.

2) Supposons a présent que (a,b) € 3B((O, 0), 1) et posons g(x,y) = 22 +y? —
1. Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme
de Lagrange, qu'il existe un scalaire A de sorte que V(f + A\g)(a, b) = (0,0).
D’ou

2(A+5)a—6b=0
—6a+2A+1)b=0;

ce qui entraine, puisque (a, b) # (0,0), que

2(A+5) —6 2 B B
det( 6 2(A+1)>_4A +24X-16=0+= A= -3+ 13,

e A= —-3—+/13. Alors, b = %ﬁa. Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a

3 2—13 et fla b)_27+14\/ﬁ
V26 — 413 /26 — 4/13 T 26— 413

(a,b)z:l:(

e A= —-3++/13. Alors, b = %ﬁa. Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a

3 2 +4/13 27 — 1413
, et fla,b) = ——Y 2
V26 4+ 413 /26 + 413 26 + 44/13

(a,b)z:l:(

En conclusion,

_ A 27 — 144/13 . i) 27 + 1413
min T,Yy) = ——""—+-—¢€ max T,Yy)=—"——.
(z,y)€B((0,0),1) 26 +4v/13 (z,y)€B((0,0),1) 26 —4v/13
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3.192] La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b) un de ces points. Alors,

1) (a,b) ¢ B((0,0), 1) car

a b

+7>7A(0,0).

— (1 _*
Vf(a,b) (+b+2—|—a2+b2’a SR

En effet, raisonnons par 1’absurde et supposons que V f(a,b) = 0. Alors,
a? = b(b+ 1). Comme de plus a® + b? < 1, on aurait 0 < |a|, b < 1; ce qui
entrainerait que

of

—(a,b)=1+b+

a >1
ox 24 a2+b2 " 2°

D’ou contradiction.

2) Par conséquent (a,b) € dB((0,0),1) et posons g(z,y) = z? + y* — 1. Ainsi,
en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréeme de La-
grange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f1 + Ag)(a,b) = (0,0) avec
fi(z,y) =21 +y) + 22 (f = f1 sur B((0,0),1)). D’'ou

= a® = b(1+b).

1+2Xa+b=0
a+2\b=0

Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a (a,b) = (0,—1) ou (:l:\/Tg, %) et

Aoy =" (—ﬁ 1) __3V3 I3

2 272 4 2
(VB 1) 33 3
\22) T T T2
En conclusion,
3v3 In3 3v/3 In3
HLf(x,y)z—£+Let HLf(x,y):£+L_
(z,9)€B((0,0),1) 4 2 (29)€B((0,0),0) 4 2

3.193] 1) Pour commencer, on va trouver les extrema de la fonction auxiliaire
h: B((0,0),1) — R définie par h(z,y) = 2° + y°® + 2> + y? + 1. Cette fonction
étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a,b)
un de ces points. Alors,

Vh(a,b) = (2a(1 + 3a*), 2b(1 + 3b*)) = (0,0) <= a=b=0

et 7(0,0) = 1.
2) Supposons a présent que (a,b) € 83((0, 0), 1) et posons g(z,y) = 22 +y%—1.
Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’aprés le théoreme de
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Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(hy + Ag)(a,b) = (0,0) avec
hi(z,y) = 2%+ y% + 2 (h = hy sur 0B((0,0),1)). D’ou

2a(3a* + 1) =0
2b(3b* + \) = 0.
Ainsi,
e ab = 0. Alors, puisque g(a,b) = 0, on a (a,b) = (0,£1) ou (£1,0) et
h(a,b) = hi(a,b) = 3.
1 9
e ab # 0. Alors, a® = b* = 5 et h(a,b) = hi(a,b) = T
Finalement, puisque la fonction Arctg est une fonction strictement croissante,
on peut écrire

min f(x,y) = Arctg1l = T et max f(x,y) = Arctg 3.
(2,9)€B((0,0),1) 4 (2,9)€B((0,0),1)

3.194] La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b) un de ces points. Alors,

1) Si (a,b) € B((0,0),1), on doit avoir

2a3 2b3
Vf(a,b) = PRy R S =(0,0) <= a=b=0

et £(0,0) = 22,

2) Supposons a present que (a,b) € 9B((0,0),1) et posons g(z,y) = 2> +y* —
1. Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme
de Lagrange, qu'il existe un scalaire A de sorte que V(f + A\g)(a, b) = (0,0).

D’ou
) =0
a<2+a4+b44r )_
b2
b ——— + ) =0
(2—}—@4—}—64+ >
Ainsi,

e ab = 0. Alors, puisque g(a,b) = 0, on a (a,b) = (0,£1) ou (£1,0) et

f(a b) ln3
eab#£0. Alors, a2 = b2 = L et f(a,b) = 2.
In 2 1 3
En conclusion, min flz,y) = T2 et max flz,y =2
(2.9)€B((0,0),1) 2 (@weB(0.0.1) 2

3.195] 1) Pour commencer, on va trouver les extrema de la fonction auxiliaire

h : B((0,0),1) — R définie par h(z,y) = zy. Cette fonction étant continue
sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a,b) un de ces points.
Alors,

Vh(a,b) = (b,a) =(0,0) <= a=b=0

et h(0,0) = 1.
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2) Supposons a présent que (a, b) € 83((0, 0), 1) et posons g(z,y) = 22 +y%—1.
Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréme de
Lagrange, qu'’il existe un scalaire A de sorte que V(h + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

2Xa+b=0
a+2\b=0;
ce qui entralne, puisque (a b) # (0,0), que
1

o\ = —%. Alors, b = a. Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a
1 1
0=+ 15)
Alors, b = —a. Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a
1 1
)
et h(a,b) = —

Finalement, puisque la fonction Arctg est une fonction strictement croissante,
on peut écrire

et h(a,b) = 5

o A=73.

1
5

1 1
min f(x,y) = — Arctg — et max fx,y) = Arctg - .
(2,1)€B((0,0),1) (2,5)€B((0,0),1) 2

3.196] La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b) un de ces points. Alors,

1) (a,b) ¢ E car Vf(a,b) = (=1,1) # (0,0).

2) Par conséquent (a,b) € OF et posons g(z,y) = x? + 2y* + 2x — 1. Ainsi, en
constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréeme de Lagrange,
qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

14 2Ma+1) =0
= 1=-2b;
{1+4>\b:0 @t

ce qui entraine, puisque g(a,b) = 0, que
2 1 2 1
= (-2 ) (e 2 1)
3 V3 3 3

f(—l—%,%) :3+\/§etf(—1+%,—% =3-v3.

En conclusion, min f(z,y) =3 — V3 et max f(z,y) =34+ V3.
(z,y)eE (z,y)EE

et
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3.197] La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b) un de ces points. Alors,

1) (a,b) ¢ E car Vf(a,b) = (6a,2b) # (0,0).

2) Par conséquent (a,b) € OF et posons g(x,y) = 922+ (y — 1)2 — 1. Ainsi, en
constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréeme de Lagrange,
qu’il existe un scalaire A\ de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

6a(l+3)) =0
20+ 2X\b—1)=0.

e\ = _71 Alors, b = —%. Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a 9a® = —2; ce
qui est impossible. Ce cas est donc a rejeter.

o \# —%. Alors, a = 0. Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a b= 0 ou 2.
En conclusion, min f(z,y) = f(0,0) =0 et max f(z,y)= f(0,2) = 4.
(z,y)EE (z,y)EE

) )

3.198] La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b) un de ces points. Alors,

1) Si (a,b) € E, on doit avoir
Vf(a,b) = (2a+b, a+4b) = (0,0) < a=b=0

et £(0,0) = 0.

2) Supposons a présent que (a,b) € OF et posons g(x,y) = 2% + 2y* — 4.
Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de
Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f1 + Ag)(a,b) = (0,0)
avec fi(z,y) =4+ zy (f1 = f sur OF). D’ou

= a’® = 2b°.

2 a+b=0
a+4Xb=0

Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a (a,b) = :t(—\/ﬁ, 1) ou £ (\/5, 1) et fi(a,b)
=4+2.

En conclusion, min f(z,y) =0et max f(z,y) =4+ V2.
(z,y)eE (z,y)EE

3.199] La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b) un de ces points. Alors,

1) Si (a,b) € E, on doit avoir

Vf(a,b):(1+2a,2b):(0,0)<=>a:—% ot b=0
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2) Supposons a présent que (a,b) € OF et posons g(z,y) = % + % — 1.
Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréeme de
Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0).

D’ou \
1+2(1+ — =
+ < + 25) a=20

A
2061+ — | =0.
(1+5) =0

e b = 0. Alors, puisque g(a,b) =0, on a |x| = 5. D’ou f(—5,0) = 20 et
£(5,0) = 30.

e b#0. Alors, A\ = —16 et a = —%2. Ainsi, puisque g(a,b) =0, on a

25 25 252 25
2:1 e _ = oo _ 22 )
P10 (1- ) e ston =2 2 (1 )

1
En conclusion, min z,y) =—- et max f(z,y)=30.
(LweEf( y) =5 (%weEf( y)

Posons E = {(w,y) e R? : 22 4+ 322y > 1} et montrons que la
restriction de la fonction f a E atteint son minimum. Pour cela, posons F; =
En B((0,0), 1). Puisque E; est compact et f continue, il existe (a,b) € Ey
pour lequel on a

f(a,b) = min f(z,y).

('Tvy)eEl
Ainsi, en constatant que f(a,b) < f(1,0) =1 car (1,0) € E; tandis que pour
tout (z,y) € E\ Ey : f(z,y) > 2% + y? > 1, on peut écrire
a,b) = min x,Y) .
f(a,b) uin f(z,y)
1) (a,b) ¢ E car V f(a,b) = (2a,12b) # (0,0).

2) Par conséquent (a,b) € OF et posons g(x,y) = 22 + 3v/2xy — 1. Ainsi, en
constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréeme de Lagrange,
qu’il existe un scalaire A\ de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

2(14+ N)a+3v2Xb=0
3V2X a+12b=0;

ce qui entraine, puisque (a, b) # (0,0), que

dot < 2(14+2) 3v2A

2
= 18X\ + 24\ +24 = = ——ou?2.

a

e A= —2. Alors, b = 525 Ainsi, puisque g(a,b) = 0, on a 202 =1 et
fla,b) = %
e A =2. Alors, b = —%. Ainsi, puisque g(a,b) = 0, on a —2a2 = 1; ce
qui est impossible. Ce cas est donc a exclure.
2

En conclusion, min T,Yy)=—.
(%y)EEf( 2 3
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3.201) Pour commencer, notons que pour tout (z,y) € R? :

f<x,y>=/yte—t2dt:_

et posons E = {(x,y) ER2: e 4 ¢e¥ = 8}. Puisque f est continue sur le

compact F, sa restriction a E atteint ses extrema. Désignons par (a,b) un de
. 2 2 . .

ces points et posons g(x,y) = e +e¥ —8. Ainsi, en constatant que Vg(a, b) #

(0,0), on sait, d’apres le théoréme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de

sorte que V(f 4+ Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

{ —a(e_“2 — 2 eaQ) =0

=ab=0;
b(e™ +2xeb?) =0

ce qui nous permet de conclure que

3 3
(mrryl%relEf(a? ,y) = f(a,0) - € (gg;?gEf(w,y) F(0,0) = =

3.202] La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a,b,c) un de ces points. Alors, f(a,b,c) = abc # 0 car

f(\}— 3 \/—)>0€tf(\/— 75 \/—)<O Alors,
1) (a,b,c) ¢ B((O,O,O), 1) car

Vf(a,b,c) = (bc,ac,ab) = (0,0,0) = f(a,b,c) =0.

2) Par conséquent (a, b, c) € 83((0, 0), 1) et posons g(z,y,2) = 22 +y?+22-1.
Ainsi, en constatant que Vg(a,b,c) # (0,0,0), on sait, d’apres le théoreme
de Lagrange, qu’il existe un scalaire A\ de sorte que V(f + A\g)(a,b,c) =
(0,0,0). D’ott

bc+ 2 a =10
ac+2\b=0 =a®>=0b*=c?;
ab+ 2Ac =0
ce qui entraine, puisque g(a,b,c) =0, que a® =b? = 2 = 3.
En conclusion,
i f(e.) ct ax  f(ry.n) = —
min T,Y,2) = ——— max LY,z
(,y,2)€B((0,0,0),1) 3\/_ (2,y,2) € B((0,0,0),1) 3V3

3.203] La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b, c) un de ces points. Alors,

1) Si (a,b,c) € B((0,0,0),1), on doit avoir
Vf(a,b,e)=(b+c,a+c,a+b)=(0,0,0)<=a=b=c=0

et £(0,0,0) = 0.
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2) Supposons & présent que (a,b,c) € 9B((0,0),1) et posons g(z,y,z) =
22 + y? + 22 — 1. Ainsi, en constatant que Vg(a,b,c) # (0,0), on sait,
d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que
V(f+ Ag)(a,b,c) =(0,0,0). D’out

b+c+2Xa=0
a+c+2X=0 = A+1)(a+b+c)=0.
a+b+2Xxc=0

e A = —1. Alors, 0 = a(b+c—2a)+b(a+c—2b)+c(a+b—2c) = 2f(a, b, c)—2
ou encore f(a,b,c) =1.

e A # —1. Alors, 0 = (a+b+c)? = 1+2f(a, b, ¢) ou encore f(a,b,c) = —1.

En conclusion,

1
min flz,y,z) = —= et max flz,y,2)=1.
(2,4,2)€B((0,0,0),1) 2 (29.2)€B((0,0,0).1)

Ce probleme revient a trouver le carré de la plus longue et de la plus
courte distance de ’origine a ’ellipsoide E' donné par I’équation de la condition.
Ces deux valeurs extrémes sont atteintes en des points (a, b, c) de E car E est
compact. Posons g(x,y, z) = 5x? + 9y? + 622 + 4yz — 1. Ainsi, en constatant
que Vg(a,b,c) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe
un scalaire A\ de sorte que V(f + Ag)(a,b,c) = (0,0,0). D’ou

2(1+5N)a=0
2(1+ 9N+ dre =0
ANb+2(1 4 6X\)c = 0.

1) b=c=0. Alors, 5a? = 1 et f(a,b,c) = %
2) (a,b) # (0,0). Alors,

21490 AN\ - 11
det< A\ 2(1—1—6/\))_4(50)\ +15)\—|—1)—0<:>)\——10 ou —.

e A= —11—0. Alors, a = 0 et b = 2¢; ce qui entraine, puisque g(a, b, c) = 0,
que 50c? =1 et f(a,b,c) = %.

e A = —1L Alors, c = —2b; ce qui entraine, puisque g(a,b,c) = 0, que
5a® +25b% =1 et f(a,b,c) = a? +5b% = L.

1
En conclusion, min r,Y,2) = — et max T,Y,2) = —.
(w,y,Z)GEf( v:2) 10 (w,y,Z)EEf( v:2) 5

Posons F = {(a, bc) ER* iaxy+xz+yz—1= O} et montrons que la
restriction de la fonction f a E atteint son minimum. Pour cela, posons E; =
EﬂB((O, 0,0), 3). Puisque E; est compact et f continue, il existe (a, b, c) € Ey
pour lequel on a f(a,b,c) = mine , .)ep, f(2,y,2). Ainsi, en constatant que
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0) = 6 car (1,1,0) € E; tandis que pour tout (z,y,z) €
> 22 + 92+ 22 > 9, on peut écrire

fla,b,c)= min f(x,y,2).

(z,y,2)€EE

fla,b,c) < f(1,1,
E\El : f(xayaz)

Posons ¢g(z,y,2) = xy + xz + yz — 1. Puisque Vg(a,b,c) # (0,0,0), on sait,
d’apres le théoreme de Lagrange, qu'il existe un scalaire A de sorte que V(f +

Ag)(a,b,c) =(0,0,0). D’ou

20+ b+ Xe=0
Aa+10b+Xe=0
A+ Ab+16c=0;

ce qui entraine, puisque (a, b, c) # (0,0,0), que

2 A A
det [ A 10 X | =200 —=4)(\2 —10A —40) < A =4 ou 5+ V65.
A A 16

De plus,

0=a(2a+ Ab+ Xc) +b(Aa+10b+ Ac) + c(Aa + Ab+ 16¢)
= 2f(a,b,c) + 2X(ab+ ac + bc) = 2(f(a,b,c) + \).
Par conséquent min  f(x,y,2) = —5 — V65.
(z,y,2)EE
3.206) 1) Puisque pour tout (z,y,2) € R3:
flz,y,2) =9(x —2)> +36 (y — 1)? +4(2 — 3)> + 10,

on peut écrire  min  f(x,y,2) = f(2,1,3) = 10.

(z,y,2)ER3
2) En constatant que (2,1,2) € E = {(z,y,2) eR* 1z —y < a} < a > 1,
il nous faut étudier les deux cas suivants :

eax>1. Alors, min f(x,y,2) = f(2,1,3) = 10.
(z,y,2)€E

e a < 1. Dans ce cas, le probleme revient a trouver le minimum de la fonction

g : R? — R définie par g(x,y) = 9(z—2)?+36 (y—1)2+10 sous la condition

r —y < «a. Posons F' = {(x,y) cER?2:z—y < a}. Pour commencer,

montrons Pexistence de ce minimum. Puisque F; = F N B((2,1),2(1 — a))
est compact et g continue, il existe (a,b) € F; pour lequel on a

a,b min x

gla,b) = min_ g(z,y).

Ainsi, en constatant que g(a,b) < g(1+a,1) =9(1—a)?+10 car (1+a,1) €
F tandis que pour tout (z,y) € F'\ Fy : g(z,y) > 36 (1 —«)? + 10, on peut
écrire

a,b min g(x
g(a,b) = (wy)ng( Y) -
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A présent, calculons ce minimum. Puisque Vg(a,b) # (0,0), on a (a,b) €
oF = {(x,y) ER?: h(z,y) =2 —y—a= 0}. Ainsi, Vh(a,b) # (0,0), on
sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A pour lequel
V(g + Ah)(a,b) = (0,0). D’ou

{18m—2y+A:o

-1 -r=o ~@7D=—4b-D;

4 _
6 + aetb:65a.

ce qui donne, car a — b = «, que a =

En conclusion,

. 6+4a 6 —« _ 36 9
mgg%EfQJA@——f( T ,3>—Y;$2Fﬂww)— = (1-a)"+10.
3) En remarquant que 22 — 8z + 16 = 0 est équivalent & z = 4, le probléme
proposé revient donc a trouver les extrema de la fonction v : R? — R définie par
u(x,y) = 9(x—2)%2+36 (y—1)*+14 sous la condition v(z, y) = x?+4y*—32 = 0.
Posons

D = {(z,y) € R? 1 v(z,y) =0} .

Puisque la fonction u est continue sur I'ellipse D qui est compacte, elle atteint
ces extrema. Désignons par (r,s) un de ces points. Ainsi, comme Vu(r,s) #
(0,0), on sait, d’apres le théoréeme de Lagrange, qu’il existe un scalaire 3 de
sorte que V(u + fv)(r,s) = (0,0). D’ou

2(9 + B)r — 36 = 0 .
89+ B)s—12=0

ce qui entraine, v(r, s) = 0, que s? = 4 et u(—4, —2) = 662 et u(4,2) = 86.

En conclusion,

min f(z,y,4) = f(4,2,4) = min u(z,y) = 86,

(z,y)ED (z,y)eD
max r,y,4) = f(—4,—2,4) = max wu(r,y) = 662.
(%weDf( y,4) = f( ) Jnax (2,9)

3.207) Posons g1(z,y,2) =x+y+2z—1, go(x,y,2) =2y — 1 et
E = {(xayv Z) € ]Rg : gl(m,y,z) = 92($,y,z) = O}

et montrons que la restriction de la fonction f a F atteint son minimum. En

effet, puisque 1 = EN B((O, 0,0), 2) est compact et f continue, il existe au
moins un élément (a, b, c) de Ey pour lequel on a

a,b,c) = min T,Y, %) .
fabo = min  f(@y.2)

Ainsi, en constatant et f(a,b,c) < f(1,1,—1) = 3 car (1,1,—1) € E; tandis
que pour tout (z,y,2) € E\ Ey : f(z,y,z) > 4, on peut écrire

a,b,c) = min T,Y,2).
fla,b,c) (WMEEﬂ Y, z)
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A présent, calculons ce minimum. Puisque la matrice des conditions

Vgi(a,b,c) \ (1 1 1

Vga(a,b,e) ) \ b a O
est de rang 2 car ab # 0, on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe
deux scalaires A\; et Ay de sorte que V(f + A\1g1 + A2g2)(a, b, c) = (0,0,0). D’ou

204+ M +X2b=0
2b+)\1—|—)\2a:0
20+)\1:0;

ce qui entraine, en soustrayant la premiere égalité a la seconde, que
(a—0b)(2—A2) = 0. Montrons que a = b. Pour cela, raisonnons par ’absurde et
supposons que a a # b. Alors, Ao = 2 et (2a+ A1 +A2b)+(2¢+ A1) =2+2X\ =0
ou encore \; = —1. Par conséquent, en utilisant la derniere égalité ainsi que
la premiere condition, on aurait a + b = % Puisque ab = 1, cette égalité est
impossible, car sinon a et b seraient les racines du binoéme t? — %t +1=0
que 'on sait ne pas en avoir. D’ou contradiction. Ainsi, puisque a = b, on
obtient, en utilisant les deux conditions, que a®> = 1 et ¢ = 1 — 2a. Par consé-
quent (a,b,c¢) = (—=1,—1,3) ou (1,1,—1); ce qui nous permet de conclure,
f(=1,-1,3) =11 > f(1,1,—1) = 3, que

i b b) - 3 .
(xgggleEf (z,y,2)

3.208] Posons g1(x,y,2) = 22 +y?> + 222 — 4, go(x,y,2) = 2yz — 1 et
E = {(%,y,z) € R? gl(xvya Z) = gz(ﬂE,y,Z) = 0} .

Puisque E est compact et que la fonction f est continue, la restriction de f a
E atteint ses extrema. Désignons par (a, b, ¢) un de ces points et montrons que
la matrice des conditions

Vagi(a,b,e) \ [ 2a 2b 4c
( Vga(a,b,c) ) N ( bc ac ab )
est de rang 2. Pour cela, raisonnons par 1’absurde et supposons que le rang de
cette matrice est différent de 2. Alors, puisque abc # 0, on aurait a? = b? = 2¢?;
ce qui impliquerait, en utilisant les deux conditions, que 3a? = 4 et a® = 2.
Or un tel résultat est impossible. D’out contradiction. On peut donc utiliser le

théoreme de Lagrange, qui dit qu’il existe deux scalaires A1 et Ao de sorte que
V(f 4+ A1g1 + A292)(a,b,¢) = (0,0,0). D’ou

2(1+ A1)a+ Abe=0
2(1 + )\1)() + )\QCLC =0
2(142X1)c+ Aaab=0.

En remarquant que Ay # —1 (car sinon on aurait l’absurdité suivante :
abc # 0 = Ao = 0 = ¢ = 0) et en multipliant la premiere égalité par a et
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la. seconde par b, on obtient que a? = b?; ce qui donne, en utilisant cette fois

la premiere condition, que ¢2 = 2 — a?. Finalement, en utilisant la deuxiéme
) )

condition, on a

a® —2¢*+1=0<=a%>=1o0u

1++5
7

Alors,
Ha?=1=b=c*=1et f(a,b,c) =3.

_ 145 _ 145 _ 3-5 5+5
2)a2—+T\/_:>b2—+T,02—Tetf( V0

2

a,b,c) =

5+V5
En conclusion, min r,y,z) =3 et max r,Y,2) = .
(m,y,z)EEf( 4 ) (m,y,z)EEf( y ) 2

ﬂ z

POSOHSgl(I,y, Z) = (.1' o 4) + 2(y - 2) —|—3(Z o 3)7
ga(z,y,2) = (x —4)° + (y - 2)* + (- - 3)* — 1
et
E= {(m,y,z) € R? gl(x7y7 Z) - 92($,yaz) - 0} .

Puisque E est compact et que la fonction f est continue, la restriction de f a
E atteint ses extrema sur cet ensemble. Désignons par (a, b, ¢) un de ces points
et montrons que la matrice des conditions

Vgi(a,b,c) _( 1 2 3 )
Vga(a,b,c) \ 2(a—4) 20-2) 2(c—3)
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est de rang 2. Pour cela, raisonnons par 1’absurde et supposons que le rang
de cette matrice est différent de 2. Alors, on aurait (b —2) = 2(a — 4) et
(c—3) = 3(a—4); ce qui impliquerait, en utilisant les deux conditions, —1 = 0.
Une telle égalité est impossible. D’ott contradiction. On peut donc utiliser le
théoreme de Lagrange, qui dit qu’il existe deux scalaires A1 et Ao de sorte que
V(f+ Ag1+ Aag2)(a,b,c) = (0,0,0). D’out

14+ XA +2Xa(a—4) = M A2 (—(a—4)+(b—-2))=0
142X +20(b0-2)=0 =< A +2X(—(b—-2)+(c—3)) =0
143\ +2X\2(c—3) =

(A1, A2) # (0,0)

(c
1 2(—(a—4)+ ( 2)) B _
:>det<1 2 (b—2)+ )—0:>(a—4)—2(b—2)—|—(c—3)—0.

Par conséquent

(a—4)—2(b—2)+ (c—3)=0
(a—4)+2(b—-2)+3(c—3)=0
(a—4)2+(b—-2%2+(c—-3)*=1

4 1 2
a=4——, b=2— —, c=3+—
21 21 V21
= ou
4 1 2
a=44+—, b=2+4+—, c=3— —.
21 21 V21
Ainsi, puisque
4 1 2 3
f(4——,2——,3+—)=9——,
21 21 21 21
4 1 2 3
A4 — 24—, 3— — | =9+ —,
f( V21 V21 21) 21

on peut conclure que

3 3
min r,Y,2) =9 — — et max r,Y,2) =94+ —.
(:my,z)EEf( v:2) v21 (ﬂc,y,Z)EEf< y:2) V21

3.210)] Pour commencer, remarquons que les deux conditions données
22+ 92+ 22 < let1—2sin(z? + y? + 22 = 0) sont équivalentes & I'unique
condition g(x,y,2) = 2 +y*> 4+ 2* — Z = 0. Puisque

E = {(m,y,z)ER?’: x,Y, 2 —0}

est compact et f continue, la restriction de f a E atteint ses extrema. Désignons
par (a,b,c) un de ces points. Ainsi, en constatant que Vg(a,b,c) # (0,0), on
sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que
V(f + Ag)(a,b,c) = (0,0,0). D’on

be+2Xa =0
ac+ 22 =0 = \a® = \b> = \>.
ab+2Xc=0



Dérivées partielles 189

1) A =0. Alors, f(a,b,c) = 0.

2) A #£ 0. Alors, a® = b?> = ¢?; ce qui entraine, puisque g(a,b,c) = 0, que

2 _
a® = 1g-

En conclusion, (m’gr}iglEEf(m,y, z) = —;—4 \/g et (mgl,?)erf(m,y, z) = ;_4 \/g

3.211) Montrons que les valeurs extrémes cherchées sont —oo et +00. En effet,
pour y = 0, ’équation de la surface devient le bindbme du second degré en x :
222 +4xz + (22— 35) = 0, dont les deux solutions, pour chaque z € R fixé, sont

_ —2z% V222 4+ 70
— 5 )

X

Remarque : Si on utilise, sans vérifier que les extrema existent, le théoreme de
Lagrange, on obtient que les valeurs extrémes de z sur la surface proposée sont
—bHeth!

3.212) Posons g1(z,y,2) =22 +y?> — 1, go(z,y,2) =y +2— 1l et
E = {(xaya Z) S R? :gl(xayvz) = 92(337?/7 Z) = 0}

Puisque E est une ellipse centrée en (0,0, 1) donc un compact et f une fonction
continue, la restriction de f a F atteint ses extrema sur cet ensemble. Désignons
par (a,b,c) un de ces points. Puisque la matrice des conditions

Vagi(a,b,e) \ [ 2a 2b 0

Vga(a,bye) )\ 0 1 1
est de rang 2 car a® + b? # 0, on sait, d’apres le théoréme de Lagrange, qu’il
existe deux scalaires A1 et A2 de sorte que V(f + X191+ A292)(a,b,c) = (0,0,0).

D’ou
242Mb+ X =0 :>{

1) a=0. Alors, (a,b,c) = (0,—1,2) ou (0,1,0) et
F(0,—1,2) = —1et £(0,1,0)=1.

2) a # 0. Alors, a = ba. Par conséquent

o 1 1
a,b,c) =1\ — ,— i [ p—
(@5,¢) ( Vita? V1+a? \/1+oz2)

feY 1 1
ou , 1 — —
(\/1+a2 V1+a? \/1+a2>
f(— a N 1+ L )——\/1+@2
Vi+a2 V1+a2’ V14 a? ’

o} 1 1
: 11— ——— ) =V1+a2.
f<\/1+a2 V1+a? ¢1+a2>

et
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En conclusion,

min _f(z,y,2) = —V1+a? et max f(z,y,2)=+V1+a?.

(mayvz)eE (CL‘,y,Z)EE
3.213 En posant r=%x, 8= %, u = 5, v = %7 g(r}s,u’v) = rsuv — 16 et
E = {(T,S,u,v) cR*: rys,u,v >0, g(r,s,u,v) = ()}

et en constatant que

TYZ 1

I+2)(z+y)(y+2)(z+16) (1+7r)(1+s)(1+u)(l+v)’

le probleme proposé revient a trouver l'inverse du minimum de la fonction
f+ E — R définie par f(r,s,u,v) = (1+7)(1 4+ s)(1+u)(1+v). Montrons que
ce minimum existe. Pour cela, posons

D = {(r,s,u,v) ER4:O§r,s,u,v§QOO}.

La fonction f étant continue sur le compact E'N D, il existe (a,b,c,d) € END
pour lequel on a

b,c,d) = i )

f(a,b,c,d) (m’u{g;gEme(:v,y,Z)
Ainsi, en constatant que f(a,b,c,d) < f(1,1,1,16) = 136 car (1,1,1,16) €
E N D tandis que pour tout (r,s,u,v) € E\ D : f(r,s,u,v) > 201, on peut
écrire

fla,b,c,d) = min  f(r,s,u,v).

(r,s,u,v)EE

A présent, calculons ce minimum. Puisque Vg(a,b,c,d) # (0,0,0,0), on sait,
d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que
V(f+ Xg)(a,b,c,d) =(0,0,0,0). D’ou

(1+0)(1+c)(1+d)+ Xoed =0

(1+a)(1+c)(1+d)+ Aacd =0
(14+a)(14+0b)(1+d)+ Xabd =0
(14+a)(14+0b)(1+c)+ Xabc=0;

ce qui entraine que

a(1+b)(1+c)(1+d) =b(1+a)1+c)(1+d) =c(l+a)(l+b)(1+d)
= d(1+a)(1+b)(1+c)

ou encore a =b=c=d.

Par conséquent, puisque g(a,b,c,d) =0 et a,b,c,d >0, onaa=b=c=d =2
et f(a,b,c,d) = 81. En conclusion,

TYZ 1 1

w,rygl,%};() (I+x)(x+y)(y+2)(z+ 16) ( min) Ef(r,s,u,v) 81°
7,8,U,V)E
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Soit ax + By + o = 0 ’équation de la droite et P = (p1,p2) le point.
On sait, de la géométrie élémentaire, que la distance minimale d’un point a une
droite est la longueur de PQ ou @ = (a,b) est le pied de la perpendiculaire
abaissée de P a la droite. Autrement dit, ce probleme revient a trouver le
minimum de la fonction f : R? — R définie par f(g,z) = (z — p1)? + (y — p2)?
sous la condition ¢g(g,x) = ax+ Sy+o = 0. Ainsi, en constatant que Vg(a, b) #
(0,0), on sait, d’apres le théoréeme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de
sorte V(f 4+ Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

a\ B a? )\
{Q(a—p1)+a>\:0 L) e Jeesmryame
2(b—p2) + BA =0 BA “A
( 2) 7:—(b—pg) ﬁb:—ﬁTerzﬁ
Ao A_opitBppto
:>—a:—§(0z +6)+(ap1+5]?2):>§: o2+ 52
_ M\ (ap1 + Bpa + 0)?
2 2_ (.2 2 _
Finalement, (a — p1)* + (b — p2)* = (o + (7) (5) = a2 + 32 )

Par conséquent, la distance minimale d’un point a une droite est donnée par

|Oép1+ﬁp2—|—0’
Ny

Soient ax + By + vz + 0 = 0 'équation du plan et P = (p1,p2,p3) le
point. On sait, de la géométrie élémentaire, que la distance minimale d’un point
a un plan est la longueur de PQ ou QQ = (a, b, ¢) est le pied de la perpendiculaire
abaissée de P au plan. Autrement dit, ce probléme revient a trouver le minimum
de la fonction f : R? — R définie par

flxy)=(x—p1)*+ (y—p2)* + (z — ps)°

sous la condition g(x,y,z) = ax + By + vz + 0 = 0. Ainsi, en constatant que
Vg(a,b,c) # (0,0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un
scalaire A de sorte V(f + Ag)(a,b,c) = (0,0,0). D’ou

(oA ( a’)
— =—(a—p1) aa:—T—l—m@
2(a—p1) +ar =0 ;}\ ;
A
2(c—p3)+9A =0 A\ 5
) s
[ 9 - C—DPs3 \ yc:—T—Fpg’Y
A
:>—a:—§ (a2+ﬁ2+72)+(ap1 + Bp2 + vp3)
A_api+Bpr+psto
2 a? + 32 +~2 '

Finalement,

(ap1 + Bpa + yps + 0)?
a? + 32 + ~2

(a—p1)*+(b—p2)’+(c—p3)* = (& +6°+7?) (%) B
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Par conséquent, la distance minimale d’un point a une droite est donnée par

|ap1 + Bp2 +vp3 + o]

/042 +ﬁ2 _{_,—Y2

Lellipse E = {(z,y) € R? : g(z,y) = 22% + y + 2y*> — 1 = 0} Stant
centrée a 'origine, ses axes sont sur deux droites perpendiculaires qui se coupent
a l'origine. De plus, chacune de ces deux droites contient deux des sommets de
Pellipse. Or les sommets d’une ellipse sont ses points dont la distance a son
centre est extrémale. Autrement dit, le probleme proposé revient a trouver les
deux droites sur lesquelles se trouvent les points ot la fonction f : R?2 — R
définie par f(x,y) = 22 + y? atteint ses extrema sous la condition g(z,y) = 0.
Désignons par (a,b) un de ces points. Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0),
on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire \ de sorte que

V(f+ Xg)(a,b) = (0,0). Dot

214+2XN)a+ A =0
Aa+2(1+2\)b=0;

ce qui entraine, puisque (a,b) # (0,0), que

det( 2(1§2A) 2(11%) ) = (243X\)(2+5X) =0.

Ainsi, en remplacant \ par —% dans la premiere égalité ci-dessus, on obtient
que la premiere bissectrice y = x est I'un des axes et, par conséquent, 'autre
axe est la seconde bissectrice y = —z.

AY
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Posons g1(z,y,2) =22 + 3> —4d et go(x,y,2) =2 +y + 22 — 2.
L’ellipse £ = {(x,y,z) € R : gi(z,y,2) = go(z,y,2) = O} étant centrée
en (0,0,1), ses axes sont sur deux droites perpendiculaires qui se coupent en
(0,0,1). De plus, chacune de ces deux droites contient deux des sommets de
Iellipse. Or les sommets d’une ellipse sont ses points dont la distance a son
centre est extrémale. Autrement dit, le probleme proposé revient a trouver les
deux droites sur lesquelles se trouvent les points ot la fonction f : R? — R
définie par f(x,y,2) = 2% + 32 + (z — 1)? atteint ses extrema sous les de
conditions g1 (z,y, 2) = g2(z,y, z) = 0. Désignons par (a, b, c) un de ces points.
Puisque la matrice des conditions

Vgi(a,b,c) \ [ 2a 2b 0
(Vgg(a,b,c)>_( 1 1 2)
est de rang 2 car a? 4 b% # 0, on sait, d’apres le théoréme de Lagrange, qu’il
existe deux scalaires A1 et Ao de sorte que V(f—i-)qgl —i—)\zgz) (a,b,c) = (0,0,0).
D’ou
2(1 +)\1)a+)\2 =0

20+ M)b+X=0 = (14+XM)(a—b)=0.
2(0—1)+2)\2:0

1) Ay = —1. Alors, Ao =0 et (a,b,c) = (—\/5, V2, 1> ou (\/5, —V2, 1).
2) A1 # —1. Alors, a = et
(a,b,c) = (—\/5, —V2,1+ \/§> ou <\/§, V2,1 - \/§> :

z

4 A
S~— L1 z
N~ L1
N~ | 11
\\ .///
\\ ///
\ ~— -
\\
S

Par conséquent les deux axes de l'ellipse E sont sur les deux droites perpendi-
culaires {(¢,—t,1) e R3: t € R} et {(t,¢,1—t) e R®: ¢ € R}.
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Posons g(z,y, z) = 422 4+ 9y* + 62° 4 dyz — 4.

L’ellipsoide E = {(a:,y,z) € R®: g(x,y,2) = O} étant centrée a l'origine,
ses axes sont sur trois droites perpendiculaires qui se coupent en (0,0,0). De
plus, chacune de ces trois droites contient deux des sommets de 1’ellipsoide. Or
les sommets d’un ellipsoide sont ses points dont la distance a son centre est
extrémale (localement pour ’axe moyen). Autrement dit, le probleme proposé
revient a trouver les trois droites sur lesquelles se trouvent les points ou la
fonction f : R® — R définie par f(z,y,2) = 22 + y? + 22 atteint ses extrema
locaux sous la condition g(x,y, z) = 0. Désignons par (a, b, c) un de ces points.
Puisque Vg(a,b,c) # (0,0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il
existe un scalaire A\ de sorte que V(f + Ag)(a,b,c) = (0,0,0). D’ou

21+4XN)a =0
2(1 4+ 9N)b + 4Xe = 0
ANb+2(1 +6X\)c=0.

1) A =—1. Alors, b=c=0et (a,b,¢c) = £(1,0,0).
2) A # —%. Alors, a = 0 et, puisque (a,b,c) # (0,0,0),

2(14+9X) 4\ B 2 B
det< " 2(1+6)\)>_4(50)\ +15A+1)=0

1 1

A=——ou —-.
e 10Ou 5

2
o)\:—ll—O.Alors,b:2cet (a,b,c):j:(O, ) E)

4

5'5)
Par conséquent les trois axes de I'ellipsoide E sont sur les trois droites perpen-
diculaires I'axe Oz, {(0,2t,t) e R? : t € R} et {(0,¢,—2t) € R?: t € R}.

Posons g(z,y) = 2% + 8zy + Ty? — 225 et soit f : R? — R la fonction
définie par f(z,y) = 22 + y2. Ce probléme revient & trouver le minimum de
de f sur E = {(a,b,c) € R? : g(z,y) = 0} et d’en prendre la racine carrée.
Pour commencer, montrons qu’un tel minimum existe. Pour cela, posons D =
{(m,y) € R?2: -16 < z,y < 16}. Puisque f est continue sur le compact
E, = END, il existe (a,b) € Ey pour lequel on a

f(a,b) = min  f(z,y).

(may)eEl

i~
- 5

o\ = —%. Alors, ¢ = —2b et (a,b,c) = + <0,

Ainsi, en constatant f(a,b) < f(15,0) = 225 car (15,0) € E; tandis que pour
tout (z,y) € E\ D : f(x,y) > 256, on peut écrire

f(a,b) = min f(x,y).

(z,y)EE
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A présent, calculons ce minimum. Puisque Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le
théoreme de Lagrange, qu'il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a, b) #
(0,0). Dot
214+ XN)a+8x=0
{ 8\a+2(1+7A\b=0;

ce qui entraine, puisque (a,b) # (0,0), que

2(1+ ) 8\ VIR B !
det( 8A 2(1+7)\))_4( IN+B8A+]L) =0<= A= 9ou1.

A= —%. Alors, b = 2a; ce qui entraine, puisque g(a,2a) = 0, que a? = 5.
2) A = 1. Alors, a = —2b; ce qui est impossible car g(—2b,b) < 0.

En conclusion, f(a,b) = 25. Par conséquent la plus courte distance de I'origine
a ’hyperbole donnée est 5.

3.220) Posons g(z,y) = 22%+ay+2y* —let E = {(z,y) € R? : g(x,y) =0}.

Le probléme proposé revient a trouver le minimum de la fonction f : R? — R
définie par f(z,y) = 10—y sous la condition g(z,y) = 0. Un tel minimum existe
car la fonction f est continue sur le compact F. Désignons (a,b) un des points
de E ou il est atteint. Puisque Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréeme de
Lagrange, qu'’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

AMda+b)=0

(1a+b) = b= —4a.
—1+Xa+4b)=0

Ainsi, de g(a, —4a) = 0, on déduit que 30a? = 1.

4
Par conséquent la distance minimale cherchée est 10 — —.

V30
3.221) Posons g(z,y,2) = 222 + y? + 222 - 8.

Le probléme proposé revient a trouver le minimum de la fonction f : R? — R
définie par f(x,y) = 10 — z — y — z sous la condition g(x,y,z) = 0. Un tel
minimum existe car la fonction f est continue sur le compact E. Désignons
(a,b,c) un des points de F ou il est atteint. Puisque Vg(a,b,c) # (0,0,0), on
sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que
V(f+ Ag)(a,b,c) =(0,0,0). D’out

—14+4 a=0 )
—14+4X =0

Ainsi, de g(a,2a,a) = 0, on déduit que a® = 1.

Par conséquent la distance minimale ¢ cherchée est

Bk
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3.222] Ce probleme revient a trouver le minimum de la fonction f : R — R
définie par f(t) = t> —t + 1. Ainsi, puisque f’(t) = 2t — 1, son minimum est
1

atteint en 5-

. . .. , 3
Par conséquent, la distance minimale cherchée est ——

42
3.223] Soit x et y la longueur respective de chacune des cathetes du triangle
rectangle. Posons E = {(z,y) € R? : 2,y > 0, g(z,y) = zy — 2A = 0} et
f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = z? + y2. Ce probléme revient a
trouver le minimum de la fonction f sur F. Pour commencer, montrons qu’'un
tel minimum existe. Pour cela, posons D = [0,2A + 1] x [0,2A + 1]. Puisque f
est continue sur le compact Fy = E N D, il existe (a,b) € E7 pour lequel on a
a,b) = min x,Y) .

flab) = min [y
Ainsi, en constatant que f(a,b) < f(24,1) = 4424+1 < (2A4+1)% car (24,1) €
E; tandis que pour tout (z,y) € E\ D : f(z,y) > (24 + 1)2, on peut écrire

fla;b)= min_f(z,y).

(z,y)EL

A présent, calculons ce minimum. Puisque Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le
théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) #
(0,0). D’ou

= (24+ A b)=0;
O A G Ch )

ce qui entraine, puisque a,b > 0, que A = —2 ou encore a = b.

{ 2a + b =0
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Par conséquent le triangle rectangle cherché n’est autre que le triangle rectangle
isocele dont la longueur de chaque cathete est v2A.

3.224] Soient x, y et z la longueur respective de chacun des trois cotés du
triangle. Posons

E:{(x,y,z) eR?:z,y,2>0, g(x,y,z):x—i—y—l—z—2p:0}.

Ce probléme revient a trouver le maximum de la fonction f : R? — R définie par
f(z,y,z) =p(p—x)(p—y)(p—z) sur E. Pour commencer, montrons ’existence
de ce maximum. Pour cela, posons

By ={(z,y,2) eR*:2,y,2>0,9(x,y,2) =x+y+2—2p=0}.

Sur le compact E1, la fonction continue f atteint son maximum. Désignons par
(a,b,c) un des points de E; ou il est atteint et montrons que abc # 0. En effet,
raisonnons par ’absurde et supposons que abc = 0. Pour simplifier I’écriture,
on va faire les hypotheses supplémentaires que a =0 et 0 < b < ¢. D’une part,
en constatant que (23—1’, %p, %p) € Fy et f(%p, %p, %p) > 0, on a f(a,b,c) > 0.
D’autre part, comme b+c = 2p, on doit avoir 0 < b < p < ¢; ce qui entraine que
f(a,b,c) = p?(p—b)(p—c) < 0. Dol contradiction. Autrement dit, (a, b, c) € E.
Ainsi, en constatant que Vg(a,b,c) # (0,0,0), on sait, d’apres le théoreme de
Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b,c) = (0,0,0).

D’ou
—p(p—0)(p—c)+A=0
—plp—a)p—c)+A=0 =a=b=c.
—p(p—a)(p—0)+A=0

Par conséquent le triangle cherché n’est autre que le triangle équilatéral dont
la longueur de chaque coté est %p.

3.225| Soient «, 3 et v la longueur respective de chacun des trois cotés du
triangle. Posons

E={(z,y,2) eR*:2,y,2>0, g(x,y,2) = ax + By + 7z —2A =0} .
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Ce probléme revient a trouver le maximum de la fonction f : R3 — R définie
par f(z,y,z) = zyz sur E ou z, y et z sont les distances du point P & chacun des
trois cotés du triangle. Pour commencer, montrons l’existence de ce maximum.
Pour cela, posons

By ={(z,y,2) €R?*:2,y,2 >0, g(x,y,2) = az + By + vz —2A =0} .

Sur le compact E1, la fonction continue f atteint son maximum. Désignons par
(a,b,c) un des points de F; ou il est atteint. De plus, abc # 0. En effet, comme
(%, %, %) € Fq et f(%, %, %) > 0, on a f(a,b,c) = abc > 0. Autrement
dit, (a,b,c) € E.

Ainsi, en constatant que Vg(a,b,c) # (0,0,0), on sait, d’apres le théoreme de
Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b,c) = (0,0,0).
D’ou

bc+Aa =0
ac+A\3=0 =aa=0b3=cy.
ab+ Ay =0

2A 2A 2A
3a’ 387 3v )

3.226) Posons E = {(z,y) € R* : g(z,y) = 2° + y* — 1 =0}.

Ce probléme revient & trouver le minimum de la fonction f : R2 — R définie par
f(z,y) = 8 — 2x — y sous la condition g(z,y) = 0. Un tel minimum existe car f
est continue et E compact. Désignons par (a, b) un des éléments de E ou il est
atteint. Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (a,b), on sait, d’apres le théoreme

de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0).
D’ou

Finalement, comme g(a,b,c) =0, on a P = (

=q=2b.

242X a=0
—14+2X=0

Par conséquent, puisque g(a,b) = 0, le minimum de la fonction f sur E est
atteint au point P = (%, \/ig) Le point () cherché est donc l'intersection de

la droite d’équation y = —2z + 8 avec celle qui lui est perpendiculaire passant
par le point P, a savoir y = 3.

16
Dot ¢ = —.

5

Posons E = {(z,y) € R? : g(z,y) = (x —4)? +4(y — 2)> — 4 =0}.

Ce probléme revient & trouver le minimum de la fonction f : R? — R définie
par f(x,y) = x + y sous la condition g(z,y) = 0. Un tel minimum existe car f
est continue et E compact. Désignons par (a,b) un des éléments de E ou il est
atteint. Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (a,b), on sait , d’apres le théoréeme
de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0).

D’ou
1+2(a—4)\
1+8b—-2)A=0

=a—-4=4(b—-2).
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Par conséquent, puisque g(a,b) = 0, la somme minimale cherchée est

(o)) oo

3.228) Posons E = {(z,y,2) € R® : g(z,y,2) = s +y+2z—1 = 0} et
f :R3 — R la fonction définie par

flay,z)=(z =12+ @y -1+ (2= 1)* + (22" + (y = 3)* + (z = 4)*.

Ce probleme revient a trouver le minimum de la fonction f sous la condition
g(z,y, z) = 0. Pour commencer, montrons qu’un tel minimum existe. Pour cela,

posons F1 = EN B((l, 1, 1),6). Puisque f est continue sur le compact F1q, il
existe (a,b,c) € Ey pour lequel on a

a,b,c) = min T,Y, %) .
fabo) = min f(.y.2)

Ainsi, en constatant que f(a,b,c) < f(1,0,0) = 28 car (1,0,0) € E; tandis que
pour tout (z,y,z) € E'\ B((l, 1, 1),6) : f(x,y,2) > 36, on peut écrire

a,b,c) = min T, Y, %) .
f(a,b,c) (%Z)GEJ”( Y, z)

A présent, trouvons (a, b, ¢). Puisque Vg(a,b,c) # (0,0,0), on sait, d’apres le
théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f+M\g)(a, b, c) #
(0,0,0). D’ou

2@—1)+2(a—2)+A=0
ob—1)+2b—3)+A=0 =2a-3=2b—4=2c—5.
2c—=1)4+2(c—4)+A=0

115
Finalement, puisque g(a,b,c) = 0, le point du plan cherché est <—6, 3 6)

Posons E = {(z,y) € R? : g(z,y) =2 +y* — 1 =0}.

Ce probléme revient & trouver le minimum de la fonction f : R? — R définie
par f(z,y) = 2* + (z — 5)® + y* + (y — 4)? sous la condition g(z,y) = 0.
Un tel minimum existe car f est continue et F compact. Désignons par (a, b)
un des éléments de E ou il est atteint. Ainsi, puisque Vg(a,b) # (a,b), on
sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que

V(f+ Xg)(a,b) = (0,0). Dot

4
:>b:ga

2(2+ A)a —10 =0
224+ A)b—8=0

)

Par conséquent, puisque g(a,b) = 0, le point cherché est <

Q“
—_
ﬁ‘
—_
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3.230) Posons E = {(z,y) € R? : g(z,y) = 2* + y* — 1 =0},

Ce probléme revient & trouver le minimum de la fonction f : R? — R définie
par f(z,y) = v+ 6+ 47\9/6;’ sous la condition g(x,y) = 0. Un tel minimum

existe car f est continue et E compact. Désignons par (a,b) un des éléments de
E ou il est atteint. Ainsi, puisque Vg(a,b) # (a,b), on sait, d’apres le théoreme
de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0).
D’ou

.

1
4 2Ab=0
V2

Par conséquent, puisque g(a,b) = 0, le point cherché est

12 1
V2@-v2) \2(2-2)

Posons E = {(z,y) € R? : g(z,y) = 2? + y*> — 25 =0}.

Ce probléme revient a trouver le maximum de la fonction f : R? — R définie par
flx,y) = (x—3)?+ (y—4)%+29 sous la condition g(z,y) = 0. Un tel maximum
existe car f est continue et E compact. Désignons par (a,b) un des éléments de
E ou il est atteint. Ainsi, puisque Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme
de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0).
D’ou

{ 21+ N)a—6=0

:>b—éa
21+ Mb—-8=0 3

Par conséquent, puisque g(a,b) = 0, on a a® = 3. Finalement, en remarquant
que f(3,4) < f(—3,—4), le point cherché est (—3,—4).

Posons E = {(z,y,2) € R® : g(z,y,2) = 2® + y* + 22 = 1 = 0}.

Ce probléme revient a trouver le maximum de la fonction f : R? — R définie
par f(x,y,2z) = H% + 22 + 4% + (2 — 8)? sous la condition g(z,y,2) = 0.
Un tel maximum existe car f est continue et E compact. Désignons par (a, b, ¢)
un des éléments de E ou il est atteint. Ainsi, puisque Vg(a,b,c) # (0,0,0), on
sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que

V(f+ Xg)(a,b,c) =(0,0,0). D’ou

r 1
2(1+ N)a — —= =0
(1+ N - =
1
§ 20N - =0 :a:betc=(1+16\/§)a.
1
21+ A — — —16=0;
\< ) V3

Par conséquent, puisque g(a, b, c) = 0, le point cherché est

1 1 14163
VIT1+32V3 VTT1+32v3 VTT1+32V3 )
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3.233) Posons g1(z,y,2) =222 + y?2 + 522 — 1, go(x,y,2) = 222 + 3y — z et
E = {(m,y,z) € Rg : gl('rvya Z) = 92($7y72) = 0} .

Ce probléme revient & trouver les valeurs extrémales que la fonction f : R? — R
définie par f(x,vy, z) = 22 +y%+2? atteint sur E. Ces valeurs extrémales existent
car f est continue et E compact. Désignons par (a, b, c) un des éléments de F
ou une de ces valeurs est atteinte. Ainsi, puisque la matrice des conditions

Vagi(a,b,c) \ ([ 4a 2b 10c
Vga(a,b,c) )\ 4a 6b -1
est de rang 2 car a® + b%> # 0, on sait qu’il existe, d’apres le théoréeme de
Lagrange, deux scalaires A1 et Ay de sorte que V(f + A1g1 + A2g2)(a,b,c) =
(0,0,0). Dol
2(1 + 2)\1 + 2)\2)& =0
214+ X1 +3X2)0=0
2(1 + 5)\1)0 — X =0.
1) ab # 0. Alors,

>M=N=— etc=_—"——" =}

201 +2X = -1 1 Ao 1
AL +3X = —1 1 211 5\) 2

ce qui est impossible car g1 (a,b, 5) = 2a% +b* + 7 # 0. Ce cas est donc &
exclure.

2) a = 0. Alors, c = 3b? et 1502+c—3:00uencorec:3b2:37

-1+ v21
10 '
En conclusion, la distance maximale est obtenue pour les deux points

-1+ +v181
0 .

3) b=0. Alors, ¢ = 2a2 et 5¢2 + ¢ — 1 = 0 ou encore ¢ = 2a* =

—-1++v181 -1+ 181

0,+
’ 90 30

tandis que la distance minimale est obtenue pour les deux points

" -1+ +v21 0 -1+ v21
20 o 10

3.234] Rappel : La plus courte distance d'un point P de I’espace R & une
droite passant par le point A et parallele au vecteur v est donnée par
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Posons E = {(m,y,z) ER3:g(x,y,2) =22+ 1> +22 -3 = O}.
Ce probléme revient & trouver le minimum de la fonction f : R? — R définie
par f(z,y,2) = 2(z —2)? + (y + 2 — 4)? sous la condition g(z,y, z) = 0. Un tel
minimum existe car f est continue et F compact. Désignons par (a, b, c) un de
ces points. Ainsi, puisque Vg(a, b, c) # (0,0,0), on sait, d’apres le théoreme de
Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b,c) = (0,0,0).
D’ou
224+ XNa—-8=0
2b+c—4)+20=0 = Ab—1c)=0.
2b+c—4)+2Xc=0
1) A=0. Alors, a = 2 et g(2,b,¢) = b®> +c? +1 # 0; ce qui est impossible.
Ce cas est donc a exclure.

2) A#0. Alors, a =b=c.

Par conséquent, puisque g(a, a,a) = 0, la distance minimale cherchée est

fﬂ;ﬂ):¢§

3.235] Rappel : La plus courte distance d’un point P de l'espace R* & une
droite passant par le point A et parallele au vecteur v est donnée par

Posons E = {(z,y,2) € R : g(z,y,2) = 2® + 4y* + 422 — 1 = 0}.

Ce probléme revient & trouver le minimum de la fonction f : R® — R définie par
flx,y,2) = (y—1)2+ (2 — 1)? sous la condition g(z,y, z) = 0. Un tel minimum
existe car f est continue et E' compact. Désignons par (a, b, ¢) un de ces points.
Ainsi, puisque Vg(a,b,c) # 0, on sait, d’apres le théoréeme de Lagrange, qu’il
existe un scalaire A de sorte que V(f + A\g)(a,b,c) = (0,0,0). D’ou

22a =0
21+4M)b—2=0
2(14+4X)c—2=0.

1)A=0. Alors, b =c=1¢et g(a,1,1) = a®> + 7 # 0; ce qui est impossible.
Ce cas est donc a exclure.

2) A #£0. Alors,a=0et b=c.

Par conséquent, puisque g(0,b,b) = 0, la distance minimale cherchée est

Gz - i
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Posons E = {(z,y,2) € R® : z,y,2 > 0, g(z,y,2) = zyz — 1728 = 0}.
Ce probléme revient & trouver le minimum de la fonction f : R® — R définie par
f(x,y,2) = x +y + z sur E. Pour commencer, montrons qu'un tel minimum
existe. Pour cela, posons D = [0,1731] x [0,1731] x [0,1731]. Puisque f est
continue sur le compact £1 = E N D, il existe (a,b,c) € E; pour lequel on a

a,b,c) = min T,Y,2).
fla,b,c) (x,y,z)eElf( Y, 2)

Ainsi, en constatant que f(a,b,c) < (1,1,1728) = 1730 car (1,1,1728) € F;
tandis que pour tout (z,y,z) € E\ D : f(z,y,z) > 1731, on peut écrire

a,b,c) = min T,Y,2) .
flabe) = min f(o.p.2)

A présent, trouvons (a, b, c). Puisque Vg(a,b,c) # (0,0,0), on sait, d’apres le
théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f+M\g)(a, b, c) #
(0,0,0). D’ou

1+ Xbe=0
1+Xdac=0 =a=b=c.
1+ Xab=0

Enfin, puisque g(a,b,c) = 0, les trois nombres cherchés sont a = b= ¢ = 12.
3.237] Posons
E = {(xvyv Z) € RB : gl(xvya Z) = QS‘+y+Z—15 = 07 gg(x,y,z) = .'L‘y—36 = O}

Ce probléme revient & trouver le minimum de la fonction f : R® — R définie par
f(z,y,2) = 2? +y? + 22 sur E. Pour commencer, montrons qu’un tel minimum

existe. Pour cela, posons F1 = EN B((O, 0,0), 9). Puisque f est continue sur le
compact Ej, il existe au moins un élément (a, b, c) de Eq pour lequel

a,b,c) = min T,Y,2).
fabo)= min f(.y.2)

Ainsi,en constatant que f(a,b,c) < f(6,6,3) =81 car (6,6,3) € F; tandis que
pour tout (z,y,z) € E'\ B((O, 0, 0),9) : f(x,y,2) > 81, on peut écrire :

(z,y,2)€EE

A présent, trouvons (a,b,c). Puisque Vg(a,b,c) # (0,0,0), on sait, d’apres
le théoreme de Lagrange, qu’il existe deux scalaires A1 et Ay de sorte que
V(f + A1g1 + Xa2g2)(a,b,c) # (0,0,0). D’'on
20+ A1 +Xb=0
20+ XM +Xa=0 = (2—/\2)(a—b) =0.
2c + )\1 =0
1) A2 = 2. Alors, a+b = ¢; ce qui donne, puisque a+b+c = 15, que a+b = %

Comme de plus ab = 36, les deux nombres a et b sont les racines du binéme
2 — 12—5t + 36 = 0 qui n’en admet aucune. Ce cas est donc a exclure.

2) Ao # 2. Alors, a = b; ce nous permet d’écrire, puisque ab = 36, que a® = 36.

Par conséquent les trois nombres cherchés sont a =b=6 et c =3 .
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Posons E = {(a:,y,z) € R :gla,y,2) = 2> + 9y + 22 -1 = 0}
et f: R3> — R la fonction définie par f(z,y,2) = z?y*22. Puisque f est
continue et que F est compact, la restriction de f a F atteint son maximum.
Désignons par (a,b,c) un de ces points. Ainsi, puisque Vg(a,b,c) # 0, on
sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que
V(f+ Ag)(a,b,c) =(0,0,0) et 'on peut écrire, car abc # 0, que

2ab%c2 +2Xa =0
20%bc? +2Xb=0 = a® =1 = (2.
2a2b%c+ 20 c =0

1 1
Par conséquent a® = = et ma T,Y,2) = —.
4 3 (x,y,z)XGEf( y ) 27

Considérons a présent trois nombres x, y et z quelconques. Six =y = 2z = 0,
I'inégalité est évidente. On va donc supposer que x2 + y? + 22 # 0. Alors, en
utilisant le résultat précédent, on peut écrire

2 2 2 1
x Y z
< —
<\/:E2+y2+22> (x/x2+y2+22> (x/:v2+y2+z2) T2

3
x? +y? 4 2%\ 2
ou encore |zyz| < —s )

3.239) 1) Posons g(x1,...,2,) =1— Zazi
k=1

La fonction f étant continue sur le compact 9B(0, 1), un tel maximum existe.
Désignons par a = (a1, ..., a,) un des points de 9B(0, 1) ou il est atteint. Ainsi,
puisque Vg(a) # 0, on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un
scalaire A\ de sorte que V(f + Ag)(a) = 0; ce qui entraine que pour tout entier

1<m<n:
n
Hai—)\afn:().
k=1

Par conséquent, pour tout couple d’entiers 1 < p,q <n: )\aﬁ = )\a?].
e A =0. Alors, f(a) =0.
2 2.

e A # 0. Alors, pour tout couple d’entiers 1 < p,q < n : a;, = ay; ce qui nous
permet d’écrire, puisque g(a) = 0, que pour tout entier 1 <k <n:a? = 1

Dol f(a) = . "

1
En conclusion, le maximum cherché est —.
n

2) On va supposer que ||x|| # 0 car sinon le résultat est évident. Ainsi, en
utilisant le résultat précédent, on a

_ (=Y

J— ﬁ .

° T 2 1
I (5) <=
x| n

n
[
k=1
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3.240) Posons
E = {X: (X1,...,xn) ER" 1 g(x1,...,2y) = 1—20%5% :O}
k=1

et montrons que le minimum cherché existe. En effet, par hypothese, il existe
un entier 1 < p < n tel que oy, # 0 et posons £} = E'N B(O, ai) Puisque f
P

est continue sur le compact F1, il existe a = (aq,...,a,) € Fy pour lequel on a
a) = min f(x).
f(a) = min /()

Ainsi, en constatant que

f(a)§f<b: <O,...,xp:ai,0,...,0>> :%
p

1

car b € E; tandis que pour tout x € E \ B(0, o%) : f(x) > =, on peut écrire
p P

f(a) = min f(x).

xeFE

Ainsi, puisque Vg(a) # 0, on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu'’il existe
un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a) = 0; ce qui entraine que pour tout
entier 1 < k <n:2ar — Aax = 0. D’ou

0= i(?ak — dag)ag :2iakak —/\iai = 2—/\iai
k=1 k=1 k=1

k=1
2
ou encore A\ = —
2
> o
k=1
; . (675
Par conséquent, pour tout entier 1 <k <n:ap = —;
2
> o
k=1
. 1
Finalement le minimum cherché est g ai = — .
— 2
k=1 > o
k=1

Puisque pour la fonction g les hypotheses du théoreme des fonctions
implicites sont vérifiées, on sait qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : |a —d,a+ J[ — R telle que ¢(a) = b et pour tout |x —a| < 9 :
g(sc, gb(as)) = 0. De plus, ¢ € C!. Ainsi, pour tout |z —a| < J :

Jg dg /
%(az o(x)) + 8—y(:v, ¢(x)) ¢ (x) =0

ou encore en posant r=a:

9y oy
%(CL, b) + _y<aa b)Qb (CL) =0.
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Considérons a présent la fonction auxiliaire h : Ja — 0, a + 6] — R définie par
h(z) = f(z,¢(x)). Alors, pour tout |z —a| < 4 :

(o) = 57 (2,0(a) + 5 (2,6(2)) ().

Comme de plus h admet un extremun local en a,

Wia) = 9 (a,0) + g—g (a,b)¢'(a) = 0.

Ainsi, puisque g—i(a, b) + )\g—g(a, b) =0, on a

0= (Zwn+ L @) or (Lawn+ 2 wnew)
_ (% (a,b) + Ag—z (a,b)> + (g_]yf (a,b) + Ag—z (a, b)> ¢'(a)
of

_ 99
= % (a,b) +)\% ((I,b).

Par conséquent V(f + Ag)(a,b) = (0,0).

3.242) Puisque pour la fonction f est continue sur les deux compacts B(a, d)
et 0B(a,d), les deux nombres

M = max x) et M{ = max X
xeB(a,a)f( ) ' xeaB(ayé)f( )

existent.

Montrons a présent que M = M. Pour cela, raisonnons par ’absurde et suppo-
sons que M — M; > 0. Alors, il existe ¢ € B(a,d) pour lequel f(c) = M et soit
g : B(a, ) — R la fonction auxiliaire définie par g(x) = f(x) + 2= ||x — c||2.

152
Puisque cette fonction est continue, il existe ¢; € B(a,d) tel que

gler) = max g(x).
x€B(a,d)

Ainsi, en constatant que g(c;) > g(c) = f(c) = M et que pour tout x €
0B(a,?) :

M — M,

2
5z (x—all+lla—cl)” <,

g9(x) < f(x) +
on a ¢; € B(a,d). Comme de plus la fonction est de classe C? sur B(a,d) et
qu’elle atteint son maximum en ¢, on peut écrire, grace a ’exercice 3.169, que

2 2
pour tout couple (u,v) € R? : ru?+2suv+tv? < 0ol r = %(cl), s = ;m—gy(cl)

et t = giyg(cl) De cette inégalité, on obtient pour u =v =1:7r+2s+¢t <0
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et pouru =—v =1:r—2s+t < 0; ce qui donne, en les additionnant, que
r +t < 0. Finalement, puisque

2 f M — M % f M — M,
re gt T et =gt e
on a
M — M,

Af(er) = (r+t)— <0;

52
ce qui est impossible car f est harmonique dans B(a,d) et ¢; € B(a,d). D’ou
contradiction. On a ainsi démontré que la fonction f atteint son maximum sur
0B(a,d). Pour démontrer que f atteint aussi son minimum sur dB(a,d), il
suffit d’appliquer le résultat obtenu ci-dessus a la fonction —f.

Posons h = f—g. Alors, la fonction h est continue sur B(a, ) et harmo-
nique sur B(a,d), ce qui nous permet d’affirmer, d’apres 1’exercice précédent,
qu’elle atteint son maximum et son minimum sur 0B(a,d); ce qui entraine, h
étant nulle sur 0B(a,d), qu'elle est nulle sur B(a,d). D’ou f = g sur B(a,?).

3.244) Puisque f est continue et E compact, il existe deux éléments (a1, b1, ¢1),
(a2,b2,c2) de E de sorte que

f(alvthl) = min f(CC,y,Z) et f(a27b2762) = 1nax f(.i?,y,Z).
(x,y,z)EE (CE,y,Z)EE

Pour commencer calculons ai, b; et ¢;. D’une part, puisque pour tout y € R :

8f(a17 Y, Cl)

0
Oy <Y

la fonction f(aq, -,c1) : R — R est strictement décroissante ; ce qui nous permet
d’affirmer que by = 3. D’autre part, puisque pour tout (z,z) € R? :

af(x7 37 Z)

ox =470,

la fonction f(-,3,-) : R2— R n’admet pas de point stationnaire; ce qui entraine
que a? + ¢2 = 1. Ainsi, en constatant que (2a1,2c;) # (0,0), on sait, d’apres le
théoreme de Lagrange, qu'’il existe un scalaire A de sorte que

{ 442\a; =0
= a1 = 4c; .

1+2)\01:0

41
Dot (a1, by) =+ | ——, —— ).
ot (a1, b1) <\/17 \/17>

Finalement, puisque pour tout =,z € R :

of ( 4 B of 1y
% <\/—1_7,3,Z) =4>0et O~ <l’73, \/T?) —1>07
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les deux fonctions f(\/il_?, 3, ) , f( -3, _\/%_7) : R — R sont strictement crois-

santes ; ce qui nous permet d’écrire

(o) <1 (i) < (o)

Par conséquent

4 1
a1:——et01:——.

V17 V17

De fagon analogue, on démontre que

4
V17

1
,b2:06t02:—.

o =
V17

3.245) Puisque E est borné, E est compact (ex. 1.33). Par conséquent, f étant
continue, il existe deux éléments b et ¢ de E pour lesquels

£(b) = min f(x) et f(c) = max f(x).

xelk xek

1) Si f(b) = f(c), la fonction est constante; ce qui implique que pour tout
xe€FE:Vf(x)=
flc

2) Si f(b) # f(c), on a, puisque f est constante sur OF, que b ou ¢ appartient
a F'; ce qui entraine que V f(b) ou Vf(c) est nul.

Soit a = (aq,...,a,) € E. Alors, en utilisant le théoréme des accrois-
sements finis, on sait qu’il existe un nombre § > 0 (choisi de manieére que
B(a,20) C E) tel qu’a chaque élément x = (z1,...,2z,) de B(a,d), on peut
associer 0x € ]0,1] de sorte que

ce qui entraine, puisque V f (a—i—Gx(x — a)) = 0, que la fonction f est localement
constante. Comme de plus F est connexe, on sait, d’apres ’exercice 2.74, que
la fonction f est constante sur tout F.



SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 4

Intégrales multiples

o20+y° 1 (61‘)2 2 ) e ¢ 2
4.1 dx dy = d Y dy = —dt
//Dy1+ew o /0 1+ e x/o YT T /0
Nt
. e ey _1 ]_+€ 4
= (¢ ln(1+t))|1<2>'0—2<e 1—1In 5 )(e 1).

2 1
// ($3+3w2y+y3)dwdy=/ dr | (z°+32%y +y°) dy
D 0

0
2 4 3
3 1 T T x
3 2
— — _d:_ _
/()(a:+2:c+4)y <4+ +4)

. 1 jus
// xsmzda:dy:/ * da;/Qsinydy
D 0 0

1+=x

2

o

= % (In(1 + 2%))

= (z —Sinm)‘g =

™ 1 ™
// :csinazyd:cdy:/ daz/ :csin:cydy:/ (1 —cosz)dx
D 0 0 0
.

(4.5) // dxdy—/ dy/ —— dm—/Arctg dy
x? + y? Y

1 2y 1 1
- dy = 2 Arctg = — — + = In(1 + 32
1—1—/1 T Yy retg 5 4—|—2n( +y°)

2

= y Arctg

1

1 ™
=2A —— — 4+ —-In—-.
rctg2 4+2n2
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// x cos(z + y) dx dy
D

Solutions

s T T
:/ d:c/ xcos(x+y)dy:/ x(sin 2z — sinx) dx
0 0 0
T sin 2x . T 3
= | —=cos2x + +xcosx —sinx = ——.
2 . 2
by
y=x
C
y:x __________
|
|
|
|
D
|
A | B o
0 x s T




Intégrales multiples 211

R R e e Y M R
:_5(g+<m+1>)1

36

(¥

1 l1—x 1 1
// 6$2ydxdy :/ dm/ 6T2Y dy _ (2 6acln3 B emln6> dr
D 0 0

In2
_ 1 2 xln3 1 rIn6 1_ 1 4 o 5
"~ In2 ln36 ln6€ 0_1112 In3 In6/°
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/ / 2y d dy
D

% 4z 1 2 V2 2
:/1 dx/l q;2y2dy—|—/1 dx . x2y2dy+/ dx/ z2y% dy
5 1 z \/_5 T 1 T
1 (V3 1 ! 1 V2
:—/\/5 642° — — dx—{—z/ d—x—i——/ §—x5 dx
3J1 T 3/ x 3N x
2 ’ V2 \/_
L 1 2
1 (32 1 6 7
:§<§x6—lnx)f+—lnx +§(81nx—%)1 :51112
2
X y = 4x
|
{
|
: y=u
! '
:ID
L Ty =2
I :
S
[V 1 !
| | |
[ l |
Pl
0 111 V2 Z
2V2
V2 2z 2 4
4.11 // nyd.I'dy:/ dx/ nydy—{—/ d:r:/ 2y dy
D 2 4—x2 2 x
VB
1 (V2 2
25/2 (52* — 42?) dx + /(16—x4)d1‘
G . v
1, . 4 4]V 1 25 |? 104 32 64
= - — = — (162 — — =——V2+ —VH+ —.
3 g7, g 060 5>ﬁ 5 VI YT
NG
AY
Yy =2x
Yy=2x
I
2~(D
B
0 %\/52 x




Intégrales multiples 213

4.12 // zy? dr dy = / dy/ zy? dz +/ dy/ zy? dx
D 0 V2—y? V2—y?
1

==

8Y

// (z —y)(x +y —2)| dedy

2—x
/da:/ (x—y)(2—z—y dy+/ d:c’/ (r—y)(2—z—y)dy
)3
:/ (xz——x)dxjt/ (4:5—430 + 23 (2—:(: >d:1:
0 3 1
1
3

2

1
(22 L 2x2_§x3+x_4+(2—$)3_(2—x)4 B
36/, 3 1 3 12 /|,
Y
2
y=ua
|
I
b
|
|
0 1 2 x
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214

(4.14) // :L'smyd:vdy—/ dx/ rsinydy =

1
/ x(cos x* — cosz) dx
0

sin 22 sin 1
= —zsinx — cosx =1- —cosl.
2 0 2
Yy
y =
y==
1 _____________ —
|
|
|
I
|
|
|
|
|
D !
i
|
0 1 T
A1) [[ @+ y)dody
D
212 %
/ dx/ (23 4 y° dy—|—/ d:c/ (z° +y°)
1

1 i 4
V2 3
$6+49 x3+ 1 ! n 2 4 4 8 2 V2
= —x’ — — -z - — - — — —
3 9 3 12 23 1 3 33 6 36/ |4
v2
by y = 2>
|
L\ /=2
I
D ]l Ty =2
L/
I |
| | |
! I
: 1 1
\ : zy =1
I : |
Lo :
P! '
I | |
.
Lo
0 %1 % €
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8
d:cdy T dy
d d —
aw [[ b [ I
1+\/_ 2
— -1
:4(\/5—1>/ d_$+4/ (*f e )>daz
1 x 1+2\/5 T
2
—1
:4\/§ln2—41n1+\/5—4 de
2 1+2\/5 T
1+5 —\\|?
=4v21In2 —4In 5 —4( z(z —1) —In (Vo + $—1)>‘1+2¢5
1
—4(+v2m2—-1n +‘[ \/_+1n +\/_)

/1+\f —1+\/_

|y Y
//
//
‘ D
e —y—4=0 /\’/% N
D 0 % 1 T
| Ty =8
|
|
| zy =4
L
I I
l I
| | -
0 1 14+v5 2 x
2
Fig. ex. 4.16 Fig. ex. 4.17

VI=a? |
(4.17) // T —y dxdy—/l dm/ (x—y)dy:2/1 V1 —x2dx
V2 V2

—/1—=2z2
1 V2

[\SJleS)

-3 0-2)

1
V2
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Inz e
(4.18) // :L’dxdy—/ dx/ :/(xlnx—x21nx+x2—x)dx
(Inz— 1)+1 1

4 e3 2 11
= 3—-2z)lnz— = )| =———+ =
(6( @)z szE“Lg”T)1 9 4+36
Ay
y=z(lnz—-1)+1
y=Inzx
0 1 e ?

Puisque D = {(pcosb, psinf) : 1< p<2,0<6<27},ona

27
smx —|—y smp
drdy = do
// 2 + cos(x? + y?) Ty = / / 2—|—cosp2p dp

2+ cosl
= —mln(2 = —_—.
7TIl( +cosp)‘1 n2+cos4
Ay
D
0 1 2
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Puisque D = {(2+pc089, psinf):1<p<2, 0<9<7T}, on a

s 2
// cos(m2+y2—4x+4)dxdy:/ dG/ pcos p’ dp
D 0 1
™ T

2
=2 (sian)‘l = 5 (sin4 —sin1).

Ay
D
0 1 2 3 4 T
Puisque D = {(pcos@, psind) : 511119 <p<2, 5 <0< E%r}? on a
//D ny:yQ dxdy/gfgrdQ/S;epsif@dp[é% <2Sin29—%> df

5%
6 (1 1 _ T V3

6

AV
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Puisque D = {(pcos@ psinf) : ie<p<6 |6’|<g},ona
0s

// . da:dy—2/ d@/ COSQ
x+y

cos@
0 20 1 [3
:2/3 (—COS + 2 >d9:—/3(—c089+1+c0829)d0
0 6 3 3 Jo
1 ) sin 6 3 NEEE
—g(—smﬁ—i-ﬁ—l— 9 )0——E+§.
Yy
0 3 6 x
D
/
1
Puisque D = (pcos.@,,osin@):,—<p<1,0<9<z ,
sin @ + cos 6 2
on a
; 3
// dxdy / dH/ 1/2511126’d9:—1 cos20| = -
CEQ—l—y 1n9+009 2 0 4 0
1y
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Puisque D

on a

1
{(pcos&, psing) : o <P < 2cos6, |0| < g},

2 cos O s
1
// _drdy _2/ de/ dp /4<— —1—00529>d9
x2+y

4 cos? 6

tgh 1 sin 26 7
874 2o =T
4 +2< T3 o 8
AY
D
0 1 2 %

(4.25) Puisque D = {(pcos@, psin®) : 0 < p < 2cosh, |0 < z} on a

// :cyac + y? dmdy—/

2cos
d@/ (p° sinf cos ) dp
0

jus
2

(ST

32 [2 4
3/2 COS7QSin9d9:—§ cos® 0 =0.

Mlﬂ

(ST

TCU
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Puisque D = {(pcos@, psinf) : 1< p<2cosf, 0<0< %}, on a

2 2 2 z 2 T . 92
// Y Cos(:cz tY )dq;dy:/4tg20d9/ pcospzdp:(tgG—G))4 o
D T 0 1 o 2 |

1
- 5(1 - %) (sind — sin1).

o
[
[\
8y

3
Puisque D = {(3pc059, 4psinf) : 0 < p<1,0<6 < Arctg Z}’ on a

Arctg% 1
// a:dxdy:/ cosGdG/ 36 p?dp = 12 sin 6
D 0 0

Arctg % 36

0 5

12
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Puisque D = {(2pc05«9, 3psinf):0<p<1,0<0< g}, on a

// 22yt dx dy
D

jus 1 s
= /2 dH/ (1944 p” cos® sin* §) dp = 243 / ? (cos? Osin* ) db
0 0 0

_243(,, sin20 sindg  sinGf 2 243m
32 2 2 6 /|, 32
Yy
3
D
0 2 @

Puisque
3
D = {(1+3pcos€, 1+2psinf):0<p<1, O<«9<Arctg§},

on a

Arctg% 1
// xydmdyzG/ d9/ (p+ 3p*cos B + 2p*sin O + 3p> sin 26) dp
D 0 0

Arctg 1
6/ ? <—+cos«9+gsin0+§sin29)d9
0 3 4

2
Arctg§
0 2 3 2 3 10 185
=6<§+sin9—§c039—500329)0 :3Arctg§+\/—1_3+%.
1y
y=2x
D
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Solutions

on a

Puisque D = {(2+5pc089, —143psinf):0<p<1, |0 < Arctg§},

Arctg% 1
// (z—2)(y+1)*dedy = / d@/ (675 p* sin? @ cos 0) dp
D 0

— Arctg %

Arctg 3 Aretg 3 11250
= 135/ ’ sin? 0 cosf df = 45 sin> 6 3

—Arctg% —Arctg% B 34v 34
///:>><<;y o
y() ;
y=-—-x+1
3
Puisque D = {(pcos@, psinf) : 0 < p < 3(1 —cosb), —% <0< Z},
on a
3 3
dr d 20 3(1—cos 0) =0
//%:2/4%/ dp=3/4(1—C089)d9=3(7T—\/§).
D a2 +y —zJo oz
. by
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Puisque D = {(pcosd, psinf) : 0 < p < 2(1 +cosf), 0 < 6 < 2w},
on a

27 2(14-cos ) 27
// _ dwdy / d@/ @ =2 /2(1 +cos0)df
D 4 0

sc2+y

2T T 27
:4/ COSQ’d9:4</ costQ—/ cosgd9>:16.
0 2 0 2 T 2

ﬂly

2

Puisque D = {(pcos@, 1 +\/§psin9) 0<p<l,0<O< %}, on a

z 1
// z(y — 1)%dx dy = /6 d@/ <3\/§p4 sin? 6 cos 0) dp
D 0 0

3v3 [6 3 3 3
:—\/_/ sin290059d9:£81n39 :£
5 Jo 5 40
0
Y
1++3
y=x+1
D
1 1
|
|
|
! -
0 1 x
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Solutions

1 T 5%
(4.34) PuisueD:{Q cosf, psinf) : ——— < <1,—<9<—},
q (2p psin @) 5o <" 15 15
on a
oz 1
// (x2+4y2)da:dy:/ d@/ ) 8p° dp
b 12 V/2sin 20
51 51
12 1 or 1 12 21 V3
= l1—- ———)df = — + - cotg 20 —_— - .
/17r2 ( 4sin229) 3 4 & 3 2

ok

Puisque D = {(pcos@, psinf):0<p<1,0<6< E}, on a

s 1 2
// (x2+y2)Arctggda:dy:/49d9/ pgdp:L.
D z 0 0

Y
1

0 1

=
Fig. ex. 4.35 et Fig. ex. 4.36

Puisque

D = {(pcosG, 3psinf) : 0 < p <

1 1
0 <0<Arctg= b,
/14 8sin? @ 3
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on a

2
//D (:1:2 + y9 ) 5111(2 Arctg 3—) dx dy

Arctg
:/ 3d9/vl+8sm 9 (3 sin 26) dp

1
B 3 /Arctgg sin 260 - 3 1 Arctgg B 1
4 (1+8sin0)?  B321+ssi®6), 24
2
\/—9 si0< < %
cos
Soit v : [0, 2] — R la fonction définie par y(6) = .
3 g T << 0
1 —_ —
sin @ 6 -2

et posons D = {(pcosf, psinfd) : 0 < p<~(f), 0<f < Z}.Dou

N

/ da/cos@ dp+/2d9/sm0
+p2 \/ +p

1

:/6 Vio__ - d9+/2 V3 - de
0 ™

5+ 6 L2
cos? 0 3

3sin? 6
V3 cos 6 sin

= —\/5/ d0 \/'/ e df
2 " 0 /7 —sin? V3 —cos20

= é -3 Arcsin

n0
2 7

MBS

cos

™ 1
= — /3 Arcsin —— .
V3

+ /3 Arcsin
V3 2V/7

0

o

Puisque D = {(pcos@, psind) : 0 < p <rcosf, 0] < g}, on a

us rcos 6
J[ Ve paedy =2 [Cao [
D 0

w3 2 23 30 3 3
:% i (1 —sin®0)df = ; (9—|—COSH—COZ ) %

(3w —4).

0
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NI

4.39) 1) En effet, pour tout r > 0: B(0,r) C D, = |—r,r[x]—r,r[ C B(0,2r)

et
// e~ (@) gy dy < // e~ (%) gy dy =4 (/ et dt)
B(O,T) D’l" 0
< // e~ (@) gy dy .
B(0,2r)

2) Ainsi, puisque pour tout r > 0 :

27 T
// e~ (@) gy dy = / d@/ e_p2pd,0 = 7T(1 — e_r2)
B(0,r) 0 0

27 2r
// e~ (@) gy dy = / dG/ e_p2p dp=m(1- 6_47"2) )
B(0,2r) 0 0
on peut écrire (/7% (1 — 6_7"2) < for et dt < \/g (1 — 6_47"2) ou encore, par

passage a la limite,
+oo
/ _ 2 dt \/QE

4.40 // (ffﬂ/ drdy = = /du/ eUdU—shl/ udu—%shl
D 1

Y

2

et

N
-
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dxdy
- =2 d
// (1 + zy?) / u/ —i—u2 (1+v2)

A t
—2/ ngudu—Arctg u‘ -
0

1+ u? 16
(4.42) //ydxdy—/udu/ vdv——.
y y=
2 =9
y=2x Y

|

|

|

|

|

|

y'=a !

D |

|

| | }

| !

| |

| ! |

A |

! [

b I [
1 1 1 | -
0 1 1 1 2 x

i 2

Posons E = {(u,v) € R? : u? +v? < 1, v > 0}. Alors,

2+ay+y? 2 2, ,2
e’ dxdyz—// e T dudv
//D V3 JJE

2 T 1 5 7T
S do e dp=—(e—1).
ﬁ/ /0” p="Y

Ly
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Posons F =0,1] x |—1,0[. Alors,

2 2y° —
//u dudv = // + y4 x)dxdy.

2+ 2y — 1
D’oil// y(2+2 x>dmdy—/ w?du ==
p (2-=z) 0 3

Yy
2
y=2—-=x
Yy =
I y2:m—1
]
I
I
D 1 '
| |
| |
|
| -
0 1\ 2\ T

Posons E = |1,4[ x |0, % [. Alors,

2
//—Sln’iT 1—1} dudv—/ —sm7r( y—2>da;dy.
x
Y tE
/ smw(l xQ)dxdy / du/ (2u sinm(l —w )) dv

B du_ln2
_47'(' w or
¥ .’I}2— 2:4 _ oz
y y==
2 —y?=1




Intégrales multiples 229

Posons, pour 0 <t <1 :
1
D, =]t, 1] x ]0,1[etEtz{(m,t)ER2:t<u<1,0<0<Arctg—}.
n

Alors,

1 1 . 20
/ / r -y 2 dy dx—// dxdy—// o8 dp db
t 0 (x2 + y Dy x2 + y E,

Arctg— 20 1 d
:/d,u/ " eos d@z/ Mzzz—Arctgt.
¢ 0 1% ¢ 14p 4

1 1 .2 .9
Dot lim / L 7Y gy do = lim (z—Arctgt) _I
t—0+ J, 0o (22 +y?) t—0+ \ 4

Posons D = {(z,y) e R?: 0 <z <1, Vo <y < Jz}. Alors,

/da;/ 1+9° dy—// 1+ ¢° da?dy—/dy/ (1+%%

3
vyt Yy 17
— 1 dy=[%= -2 +Z2 —Z_ || = —.
/O(y y*)(1+y°) dy <3 7 10>0 150
\y ‘y
y:\/E y:x2

89

G I

S

Fig. ex. 4.47 Fig. ex. 4.48

Posons D = {(z,y) e R?: 0 <z <1, 2? <y < 1}. Alors,

1 1 i . 1 Vi s
/ d:c/ xye? dy:// xy e dxdy:/ dy/ xye’ dr
0 2 D 0 0

1
L[ty s e’ e—1
= — yd:— .

2/0y€ Y776

6
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Posons D = {(x,y) ER?:z,y>0, 22 +9y2 < 4}. Alors,

/jdq;/ommczy:/émdmy
:/ozdyfommdx:/oz(4_yz>2dy

2

8 . of 256
=16y — -2+ = ==,
(Gy 3y+5>0 15
|y
2
r\y: A= 22
D
0 T 5 T

Posons D = {(z,y) e R? : 2, y > 0, 2? +y* < 1}. Alors,

AT y B y
dy dx = dx dy
0 0 V1+az?+y2 D \/1+22+y?

1 Vi—z2? 1
:/ dm/ Y dy = <\/_—\/1+3:2>dx
0 0 1+ 22+ y? 0
T 1 !
:<\/§x——\/1+x2—§ln<az+ 1—|—a:2>)

2 0

:l<\/§—ln(1+\/§>)-

2

Yy
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Posons D = {(z,y) e R? : 2 +y? <1, 0 < y < z}. Alors, en faisant le
changement de variables z = pcosf et y = psinf avec0 < p <let0 <0 < %,
on peut écrire

1 VI
/\/Edy/ ln(l—{—xz—l—yz)dx:// In(1 + 2% + y?) dx dy
0 Yy D
z 1 2
:/ de/ ln(1+p2)pdp:z/ Intdt=—(2In2 —1).
0 0 8 1 8

hy

=Y

Fig. ex. 4.51 et Fig. ex. 4.52

Posons D = {(:Jc,y) ER?: 22492 <1,0<y< 33} Alors, en faisant le
changement de variables x = pcosf et y = psinf avec0 < p<let0<0 < 7%
on peut écrire

1 VI
/ﬁdy/ V1—2x2dx
0 Y
us 1 1 ™ 1 — i 3
:/ \/1—x2dmdy:/4d9/ \/1—p2C0829pdp:—/4ﬂd9
D 0 0 3 Jo

cos? 0
1 1 (7 1—cos20 1 1
— = ————— sinfdfd = - — =
/0 cos20 3 3(

%11
0 V2

Posons D = {(z,y) € R? : (z—a)?+y? < a?, y > 0}. Alors, en faisant

le changement de variables © = «a + pcosf et y = psinf avec 0 < p < « et
0 < 0 < m, on peut écrire

2ce V2ax—z2
/ d:c/ (2 4+ y%) da:dy—// (22 4+ y?) dx dy

2
/d@/ a? + p? —|—20ép0089)pdp—0é/ <%+§cose>d0:§a47r.
0

+ cos 9)

cos @
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=)

Posons D = {(z,y) e R? : 1 <2 +y? <4, 0 <y < z}. Alors, en
faisant le changement de variables x = pcosf et y = psinf avec 1 < p < 2 et
0 <6 < 7, on peut écrire

1 x 2 2 V2 x 2 2
xr- — xr- —
/ dx/ 5 yg dy+/ dﬂ?/ 5 yg dy
\}5 Ji—zz T2 4y 1 0o Tty

2 Va—a? :CQ—yQ
+/ dm/ 5 5 dy
V2 0 e +y

2,2

™

2
T4 —y 4 3

= = 2 = .
//1)$2+92 dx dy /0 cos 9d9/1 pdp 1
?y
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@55 Aire(D // d dy
6 V6z 24 V6
—2/ d:c/ dy+2/ da;/ dy+/ d:c/ dy
V16—22 4 0 6 z—12
6 24
:2/ (@—\/16—x2>d:c+2/@d:c+/ (\/6_—(x—12)>d:c
2 4 6
4 4
= (— 2V6x — xv/16 — 22 — 16 Arcsin%)

2

24

1 16 4
+3 x\/Gx V6r — = (z—12)2)| =162— —= — —.
37 2 ; 3 3
Ay
y=x—12
y =6z
D
o\ 2 /46 21 %

En faisant le chagement de variable x = t?> —4 avec t > 0, on peut écrire

0
Aire(D // dxdy—/ d:c/ dy:2/ *\r +4dx
—IQ\/F —4

2
8 5 16 212
—4/ 2(£2 —4)% dt = 4 ———t5+ ) ==.
0 7 5 3 /|, 105
ﬂly

3} ]
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Puisque D = {(pcosb, psinf) : 0 < p < 2r(1 + cosf), 0 < 0 < 2w},
on a

27 27r(14-cos 0) 27
Aire(D // dxdy—/ d0/ pdp = 2r? / (14 cos6)*do
0

= ( 9+281n¢9—|—sm29) = 6712
4 0
AY
2r
D
0 ir T

Posons D = cos®, psinf):0< p<a (:0820,O<(9<E . Alors
(4.58] pcosf, p p<av 1 :

av/cos 20
Aire(D //da:dy—8// dxdy—S/ d@/
D,

= 4a? /4cos20d0:2a .
0

Ay

a Y=

Dy
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Puisque D admet la premiére bissectrice y = x pour axe de symétrie,
on peut écrire

5 = [, 7 L

ce qui entraine, entre autres, que

Aire(D // dx dy = / f:1: /() da:dy—Q// f da;dy
(z) + f(y)

ou encore // % dxdy = AireQ(D) = 2.

2 5
Par conséquent // fla) + f ) drdy = 14 7.

l‘

Pour commencer, on va supposer que les deux fonctions f et g sont
linéairement dépendantes et que g # 0 (sinon 1’égalité est évidence). Alors, il
existe un nombre réel A tel que f = Ag et l'on a

(/ f(z,y)g a:ydwdy) <//)\g q;yd:vdy)
= (/[ pawas) ([[ s pazay).

Montrons a présent la réciproque. Pour cela, considérons la fonction auxiliaire
F : R — R définie par

Z//D(f+tg)2(x,y)dwdy
:t2//Dgz(:U,y)dq:dy+2t//Dfg(a:,y)dxdy+//Df2(at,y)dxdy

et supposons a nouveau pour la méme raison que g # 0. Alors,

// g2($,y)dxdy >0
D

/ fo(z,y)dxdy
D

_//DQQ(I,y)dedy’

on obtient F'(a) = 0; ce qui entraine que f + ag = 0 ou encore que les deux
fonctions f et g sont linéairement dépendantes.

et, en posant
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P B
Rappel :Va,b>0:ab< @ + — (ex. 5.233 vol. 1).
b q

Puisque pour f = 0 ou g = 0 le résultat est évident, on fera I’hypothese
supplémentaire que f # 0 et g # 0. Alors, Ip(|f|P) > 0 et Ip(]g|?) > 0. Ainsi,
puisque pour tout (z,y) € D :

fgl(z,y) i@l | syl
(ID<|f|p))% (In(lg1%)) p(In(If17))  a(In(lg]?))’

=

on a

/D |fol(z,y) dz dy
(Ip(1£17))? (In(lgl?)) ¥

//‘fa:y|pd:1:dy //‘gq;y’qd:l:dy

1
p (I (If17)) a(Ip(lgl) »

+-=1

1

q
1 1

ou encore / . \fol(z,y)dedy < (ID<|f|p))p (ID(|9|q)>q'

Puisque pour p = 1 ou |f + g| = 0 le résultat est évident on fera les
hypotheses supplementaires que p > 1 et |f 4 g| # 0. Ainsi, en constatant que

pourq—pT ——i———let

FHglP=1f+gllf +gP <IfIf+glP "+ gl 1f + gl

on peut écrire, en utilisant 'inégalité de Holder (exercice précédent), que

In(If +glP) < Ip(If11f +gIP™") + In(lgl|f +gP7)
< (Io(1)? (o (1f +9) T + (In(l9?))? (In(1f +9) T
ow encore (Tn(1f +41"))7 < (In(171"))? + (n(1gl?))7-

En effet, en posant £ = {(z,¢t) e R? : |z| <1, z -1 <t <z + 1}, on
obtient, puisque la fonction est paire, que

/Dﬂx—y)dxdy:/_ll dw/_llf(x—y)dyz/_ll da:/g:lm)dt
=//Ef(t)d:cdt:/_02 dt/_ljtf(t)da:-l—/j dt ;f(t)dx

:/O(2+t)f(t)dt+/2(2—t)f(t)dt:2/2(2—t)f(t)dt.

0 0
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t=x+1

B t=x—-1

-1 _
0 1 T

Soit g : R% x R% — R la fonction définie par

o) = | " fr,s)ds

Alors, pour tout (z,y) € Ry x R :

oF Y 0%F
%(x,y)zg(fv,y)z/o f(z,s)ds et 920y (z,y) = f(z,y).

De méme, pour tout (z,y) € R% x R} :

x x 2
y)Z/O g—z(r,y)dv“z/o f(r,y)dr et gy;; (z,y) = f(z,y).

En faisant le changement de variable ¢t = 14 p?, on peut écrire que pour
tout k € N* :

In(1 2 In(1 LR 1 ¢
// a(l+a” +v) 4, dy—/ d@/ n +'0 dp:7r/ —dt
B(0,k) 1—|—x2—|—y 1—|—p 1 13

_ +k:2)+ 1 D
- 1+l<:2 1+ k2 ’

ce qui donne, par passage a la limite,

// In(1 + 22 +y)ddy— lim // 1+ 22 +y)dwdy—7r
R2 +x2+y) k— o0 B(Ok) +x2+y)
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Posons Dy, = |-k, k[ X |—k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout
k>0:

dx d g\ g\
// 5 i o = / 5| =4 / 5 = 4 Arctg? k,
p, (1+22)(1+y2) g L+t o 1L+t

on obtient, par passage a la limite,

dz d
// il =4 lim Arctg’k = 72
r2 (14 22)(1 +y?) k— 00

Posons Dy, = |—k, k[ x |—k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout

kE>0:
2 2
// dz dy B /’f dt_\ _, /k dt
p, L+a)(I+yt)  \Jpl+tt ) \Jy 1+84) 7

on obtient, par passage a la limite (ex. 6.81 vol. 1),
// dx dy . // dx dy 72
= lim = .
e L a4y wtoo o, Tr a1y 2

Posons Dy = |—k, k[ x |—k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout
k>0:

//Dk1+y dxdy—/ das/

on obtient, par passage a la limite (ex. 4.39),

k
y—4Arctgk’/ e_x2d33,
0

2

e * 6_3:2
——dxdy = lim ——dxdy = /7.
//Rzl—l—yz Y k—>+oo//Dk1—|—y2 Y \/_

Puisque pour tout (z,y) € R? : }e_(x2+y2) cos(z? + y?)| < e~ (@ +v7) gt

27 k
// ~(@ %) gy dy = lim d@/ e_pzpdp =7 lim (1 — e_kz) =,
R2 k—+o0 0 k—-+o0

on a, d’apres le critere de comparaison, que

/ }e_(w%”f) cos(x?® + y2)‘ dr dy < 400 ;
RQ
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ce qui nous permet d’écrire, en constatant que pour tout k£ € N* :

27 k
// e~ ) cog(2? + y?) da dy = / d9/ e cos p’pdp
B(0,k) 0 0

K us Ko 2
= 7r/ e ‘costdt = 3 e '(sint — cos t)‘ =3 (e_k (sink* — cosk®) + 1)
0 0

que
// e (@ +v7) cos(z? + y?) dz dy
R2

= lim // e~ @) cos(a? + y2) da dy = U
k—-+o0 B(O,k}) 2

Soit f : R? — |0, +o00] la fonction définie par

1492
1+ 3% (1 +(1+ y2)2$2> '

flz,y) =

1) Posons Dy, = |-k, k[ x |—k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout k > 0 :

1—|—y2

k k
/Dk; f(x,y)dxdy:/kdy/k (1+y4) <1+<1+y2)2x2> dx

k- Arctg(k(1 + y? kod oo g
:2/ g((4y))dy<27r/ y4<27r/ 7?/4,
—k I+y o 1+vy 0 I+y

on a / flx,y)dxdy < 4+00.
RQ

2) Soient & > 0 et g, : R — R la fonction définie par

(z) 1+ a?
o) = ——.
g 1+ 22
+o0
Alors, pour tout |y| < aettoutx € R: 0 < f(x,y) < ga(z,y) et / Jo(x) dx

= 7(1+a?). Ainsi, les hypothéses de la proposition 4.15 étant vérifiées, on peut
écrire (ex. 6.81 vol. 1)

—+o00 400
/ f(w,y)dwdyz/ dy/ f(z,y)dz
R2 —00 —o00
+o0 +oo 1 2 +o0 d
:/ dy/ +Y 3 dx:27T/ i 1
e e (1) (14 (1447 ?) o 1ty

_ T (1 In v AVt + Arctg <\/§y - 1) + Arctg <\/§y—|— 1))

400

ol

2\2 42 -V2y+1

0
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dx dy dz 1o 1=y
d:L' dy
(z+y+z+1 x+y+Z+1)
1—z
d ey )d
/ x/ ( 1tz +y> y
:/ (x_1+ln2—ln(1+x)>d:c
0 2

= <M +z(1+1In2)— (x4 1)In(1 —i—a:))

1

3

0

11—z
(4.72] ///:c—i—y dxdydz-/d:c/ dy/ (2% + %)
/d/l— +)d——/(1—)d—i
T z)(z* 4+ y*) dy 3 )z’ dr = =
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Puisque

D = {(psin’ycosH,psin*ysin@,pcos*y) 1l<p<2,0<0<2m,0<~y< 7r},

dax du d 27 T 2
ona// rayaz =/ d&/ dy/ psinydp = 67.
D a2+ y?+ 22 0 0 1

$—2)2+y2+22

dx dy dz 1 dy dz
il Sl
pV(x =22+ +22  Ja B(o.vT=z%) /(
P

1 27 V1—x2
:/ d:v/ do dp
1
=27T/ (\/5—4x—|—x—2>dx
-1
=9 _M_{_ﬁ_z
- 6 g

1
2

3

—1

\/ 4—x2—y2
/// zdxdydz:// (/ zdz)dxdy
D B(0,1)

0
1 1 27 1

:—// (4—x2—y2)dxdy:—/ d@/(4—p2)pdp:7—7r.
TR, 2 Jo 0 4

z
(5]

9 z=+4—p

e

S
=
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4—x2—y2
/// zdxdydz:// (/ zdz) dx dy
D B(0,2) \J0

1 1 [ 2 32
:—// (4—x2—y2)2dxdy:—/ dG/ (4—p2)2pdp:—7r.
2 ) JB(o.2) 2 Jo 0 3

2—x—y
(4.77) /// \/a:2+y2dxdydz:// (/ \/a:2+y2dz> dx dy
D B(0,1) \Jo
:// (2—x—y)Va?+y?dxdy
B(0,1)

2 1
:/ d9/ (2 — pcosf — psin)p® dp
0 0

27 .
:/ g_cose—ksmﬁ d9:4_7r.
0 3 4 3
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Puisque

4.79

<z <

2
{(pcos@,psine,z):0<p<\/§, 0<6<2rm, %

D=

on a

(pcosf + psinf + 2)?pdf

27

3—p2
dz/
0

V2
!

0 T
+ 2%) dz

2

p(

V2 3—p?
27r/ d,o/2
0 T

///D(x—i—y—i—z)dedydz

e[ (37
27T< (3—p2)<

2
Pm2 )
5+15p)

2
)
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Posons

4.80

T
L 0<6 —}.
< <2

V2 < p < 2v2(cosf + sin 0)

psind)

E = {(pcosH,

Alors

(cosf +sind) dp

2v/2 (cos f+sin 6)

I

do = mv2.

2/2 (2(cos @ + sinf) — 1)(cosf + sin6)
0

AY

:x2+y2<r2,0<z<h}.

{(z,y,2) € R

D =

4.81

N
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S
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0 <t el [a\] — [



Intégrales multiples 245

27 ™ T
4
V:/// dxdydz:/ d@/ d’y/ pisinydp = = 3.
B(0,r) 0 0 0 3

2 -

Soit a, b et ¢ trois constantes positives et posons

2 2 2
D={(m,y,z)€R3:x—+y—+Z—<1}.

a? b2 2

Alors, en faisant le changement de variable y = by/1 — 2—2 sinf avec 0| < 7,

on a

P) 2 2

a b\/l—x— C\/l—z——g—g
V:///dacdydz=/ dx/ a2dy/ . dz

D —a —b\/l—Z— _C\/l_z__%f

a b\/l—% 2 2

a Y
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t a la sphere est

one e

N

Puisque le domaine commun au c

4.88

Y

[}
H

|

iS

! S

VI " S\ M

° AN ’

v e :
o€ i v
o~ o [T ~ >
v el 2 e : v
S GO 11 =
[} / "'“\\\\\
e Ny v
2$ \N// 3/£4 \\\\ /w
“ 8 s 3
VoS A ®
+ @ I i i
o~ e N
8 I s ow
2 &3 s <
W nW> = a 2_ ~ m,
~ 3 = S 2 N
v S — g
= = N . a _Q
| =~ = . =
Q ! m 9 =) <f

V2z 2
pdp = 677/ (22 — 2%) dz =
0

27 2
/ df / dz /
0 0 z

dedydz = 6

omav = [[[

8.
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Puisque

Tx:// ( 2—x2—y2—(x2+y2))xdscdy
B(0,1)

2 1
:/ cos@d@/ < 2—p2—p2>p2dp: ,
0 0

Ty:// <\/2—5E2—y2—(x2+y2)>ydxdy
B(0,1)
2m 1
:/ Siﬂ@d@/ ( 2—p2—p2>p2dp:0,
0 0

Tzzl// ((2—x2—y2)—(:c2+y2)2> dx dy
2 JJ)Bo,1)

:77/0 (2=p*) —p")pdp = I

12

et

M:a// <\/2—a:2—y2—(a:2+y2)>d:cdy
B(0,1)
1
:27ra/ (\/2—p2—p2>pdp: 8\/5_7770,

0 6

7
(8v2-T)o

=

 ——
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Soit P, avec n > 2, la relation définie par V,,(r) = a,r™. Puisque P,
est vraie, montrons que pour tout n > 2 : P, = P, 41. En effet, en faisant le
changement de variable x,,11 = rsinf avec 0 < 0 < g, on a

Vn+1(7”):/--./dxl---dxn+1:/ dxn+1 // dxldxn

Bn—i—l(ovr) Bn(07 V T’Z_SLIZJ,»I)
r n %
— 2an/ (r* —a2,1) 2 dopyr = <2an/ cos 1 9d6’> it
0

0

On a ainsi démontré que pour tout entier n > 2, la relation P,, est vraie.

Calculons a présent les a,,. Pour cela, posons pour tout entier m > 2 :

yis

ﬁm:2/2003m9d9.
0

Ainsi, pour tout entier n > 3 : a, = a,_18,. De plus, on sait que pour tout
entier m > 2 : 3,, = mT_lﬁm_g (ex. 6.124 vol. 1); ce qui implique, By = 7 et

B1 =2, que pour tout k € N* : By Bk_1 = 2% Par conséquent, pour tout entier

n>4:a,= %’ran_g. Finalement, puisque ap = 7 et ag = 3%, on peut écrire

37
2w 2 2 ) .
- . e — S1 n est pair
o — n n-—2 2
no 2r 27 2T . . .
. “...-— -2 sin est impair.
n n-—2 3
648 72

En particulier V,(2) = 872 et V5(3) = F



Bibliographie

1] J. DoucHET, B. ZWAHLEN, Calcul différentiel et intégral 2, PPUR, 2004.
2] N. PiskouNov, Calcul différentiel et intégral 1 & 2, Ed. Ellipses, 1993.
3] M. R. SPIEGEL, Analyse, McGraw-Hill, 1992.

4] L. J. CorwiN, R. H. SzCczZARDA, Multivariable Calculus, Marcel Dekker,
Inc., 1982.

[5] H. ANTON, Calculus with Analytic Geometry, John-Wiley & Sons, Inc.,
1992.

1]
2]
3]
[4]

(6] C. H. EDWARDS, D. E. PENNEY, Calculus with Analytic Geometry, Pearson
Education, Prentice Hall, 1998.

[7] S. Lana, Calculus of Several Variables, Springer-Verlag, 1988.






Index

A F
Adhérence, 4 Facteur intégrant, 33
Aire, 61, 62 Fonction, 11
Application, 11 — bornée, 12
— continue, 13
B — de Lagrange, 29

— harmonique, 27

Bilinéarité, 2 .
— homogene, 26

Egi(lié ° — localement constante, 20
_ fermée. 5 — uniformément continue, 15
_ ouverte. 3 Forme différentielle, 32

’ — exacte, 32, 44

Formule de Taylor, 28
C

Cardioide, 67 G
Centre de gravité, 68 Gradient, 22
Chemin, 6
Cone, 68 I
Coordonnées Image, 11
— cylindriques, 62 Inégal;té
N pOh{H.eS’ o9 — de Cauchy-Schwarz, 2, 67
~ sphériques, 63 ~ de Hélder, 67

Courbe, 24
Critere de comparaison, 60
Cylindre, 68

— de Minkowski, 67
— triangulaire, 1
— triangulaire inverse, 1

Intégrale
D — double, 53, 55, 60-62
Dérivée — multiple, 61, 62
— partielle, 21, 22, 27 — triple, 61, 62
— suivant une direction, 25 Intérieur, 3
Distance, 20
Domaine de définition, 11 J
Jacobien, 26
E
Egalité de Pythagore, 2 K
Ellipsoide, 68 k-iéme terme, 2
Equation
— d’onde, 39 L
— de Bernoulli, 46 Laplacien, 27, 40, 41
Espace vectoriel, 1 Lemniscate, 67

Extrémité, 6 Limite, 2, 12



254

M
Maximum local, 12
Minimum local, 12
Mouvement central, 40
Multiplicateurs de Lagrange, 29

N
n-tuples ordonnés, 1
Norme euclidienne, 1

O
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