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Introduction

Ce recueil de 462 exercices est destiné en premier lieu aux étudiants du
premier cycle universitaire qui suivent pour la première fois un cours d’ana-
lyse (calcul différentiel et intégral) concernant les fonctions réelles de plusieurs
variables réelles. Il s’adresse aussi à tous ceux qui s’intéressent ou veulent ap-
profondir l’un ou l’autre des sujets traités.

Le contenu de ce livre correspond au cours d’analyse que l’auteur enseigne,
depuis plusieurs années, aux étudiants du deuxième semestre de différentes
sections de l’Ecole polytechnique fédérale de Lausanne (EPFL). Le choix des
exercices sert aussi bien à vérifier du degré d’acquisition par l’étudiant de la
théorie que de son habilité à les résoudre. Il est bon de rappeler ici que le
meilleur moyen de devenir familier avec l’analyse est de résoudre un maximum
d’exercices. Et plus on en résout, plus on a de chance de pouvoir les résoudre.
On acquiert ainsi un savoir faire dont l’intuition, élément indispensable en ma-
thématique, ne devrait pas être absente.

D’un point de vue pratique, ce livre contient quatre chapitres qui sont
divisés chacun en deux parties :

1) La première partie est un rappel non exhausif de toutes les principales défi-
nitions et tous les principaux résultats qu’il faut connâıtre sur le sujet traité.
Les propositions sont énoncées avec précision mais sans leur démonstration.

2) La deuxième partie est un recueil d’exercices concernant le sujet traité. Pour
les résoudre, une bonne connaissance des définitions et propositions données
dans la première partie est exigée de la part de l’étudiant. C’est pourquoi
une bonne assimilation de la théorie est nécessaire, mais malheureusement
pas forcément suffisante, pour arriver à résoudre tous les exercices. Pour
certains d’entre eux, la connaissance des chapitres précédents est parfois
nécessaire. Pour chaque exercice, un corrigé est donné à la fin du livre.
Chaque corrigé est fait en fonction de la difficulté de l’exercice. Les exer-
cices difficiles s’adressent plus particulièrement aux étudiants des sections
mathématique et physique.

Il est vivement recommandé aux étudiants de se familiariser avec les diffé-
rents logiciels mathématiques proposés sur le marché pour résoudre les exercices
qui s’y prêtent, après, bien sûr, avoir essayés de les résoudre par eux-mêmes.

Pour ceux qui s’intéressent aux démonstrations, je recommande comme
livre de référence : Jacques Douchet et Bruno Zwahlen, Calcul différentiel et
intégral tome 2, Presses polytechniques et universitaires romandes (PPUR).



vi Introduction

Enfin, n’étant pas propriétaire des exercices contenus dans ce livre, j’en-
courage tous mes collègues à les utiliser à bon escient et sans restriction, ainsi
que d’en faire profiter pleinement leurs étudiants.

Finalement, je souhaite à tous les étudiants beaucoup de plaisir à faire les
exercices proposés et rappelle que ce n’est qu’en persévérant que l’on arrive à
ses fins.

Remerciements

Je tiens à remercier ici toutes les personnes qui m’ont aidé à la réalisation
de ce livre. En particulier, Gérard Maze qui a relu une partie du manuscrit,
Christophe Hebeisen, Sean Bronee et Maya Tuscher pour les dessins, M.-F. De
Carmine pour son aide et ses remarques judicieuses ainsi que les Presses po-
lytechniques et universitaires romandes (PPUR) qui ont accepté de publier ce
livre en faisant preuve d’un grand professionnalisme.

Jacques Douchet
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Chapitre 1

Espace R
n

1.1 Introduction

On désigne par R
n l’ensemble des n-tuples ordonnés (x1, . . . , xn) de

nombres réels. Par la suite, les éléments de R
n seront notés indifféremment

x ou (x1, . . . , xn).
On munit R

n des deux opérations suivantes : pour tout x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn) et tout scalaire λ

x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) et λx = (λx1, . . . , λxn) .

Avec ces deux opérations, on vérifie que R
n est un espace vectoriel sur

R de dimension n.

Définition 1.1 A chaque élément x = (x1, . . . , xn) de R
n, on associe sa

norme euclidienne ∥∥x∥∥ =

√√√√ n∑
k=1

x2
k .

1.1.1 Propriétés
1)

∥∥x∥∥ = 0 ⇐⇒ x = 0 .

2)
∥∥λx∥∥ =

∣∣λ∣∣ ∥∥x∥∥ .

3) Inégalité triangulaire ∥∥x+ y
∥∥ ≤ ∥∥x∥∥+ ∥∥y∥∥ .

4) Inégalité triangulaire inverse∣∣∣∥∥x∥∥− ∥∥y∥∥∣∣∣ ≤ ∥∥x− y
∥∥ .

Définition 1.2 A chaque couple d’éléments x = (x1, . . . , xn) et y =
(y1, . . . , yn) de R

n, on associe son produit scalaire

〈x,y〉 =
n∑

k=1

xkyk .
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n

1.1.2 Propriétés
1)

∥∥x∥∥ =
√
〈x,x〉 .

2) 〈λx,y〉 = λ〈x,y〉 .
3) 〈x,y〉 = 〈y,x〉 .
4) Bilinéarité

〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 .
5) Egalité de Pythagore. Si 〈x,y〉 = 0 :∥∥x+ y

∥∥2 =
∥∥x∥∥2 +

∥∥y∥∥2
.

6) Inégalité de Cauchy-Schwarz∣∣〈x,y〉∣∣ ≤ ∥∥x∥∥∥∥y∥∥ .

7) Pour n = 2 ou 3 et x,y �= 0 :

〈x,y〉 = ∥∥x∥∥∥∥y∥∥ cos θ
où θ est l’angle compris entre x et y. Par conséquent les deux vecteurs x
et y sont orthogonaux si et seulement si 〈x,y〉 = 0.

1.2 Suites dans R
n

Définition 1.3 Une suite d’éléments de R
n est une application f : N → R,

qui, à tout entier naturel k, fait correspondre l’élément f(k) de R
n.

f(k) est appelé le k-ième terme de la suite et on le désigne par une lettre
indexée en bas à droite par k, par exemple : xk = (x1,k, . . . , xn,k), la suite
elle-même étant alors désignée par

(
xk

)
. Le sous-ensemble

{
xk : k ∈ N

}
de R

n

est appelé l’ensemble des éléments de la suite. Si
{
xk : k ∈ N

}
est inclus dans

un sous-ensemble E de R
n, on dit que

(
xk

)
est une suite d’éléments de E.

Définition 1.4 Une suite
(
xk

)
est dite bornée s’il existe un nombre réel

M ≥ 0 tel que pour tout entier k ≥ 0 : ‖xk‖ ≤ M .

Proposition 1.5 Une suite
(
xk = (x1,k, . . . , xn,k)

)
est bornée si et seulement

si les n suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k) sont bornées.

Définition 1.6 Une suite
(
xk

)
est dite convergente et admet pour limite

x ∈ R
n ou tout simplement que

(
xk

)
converge vers x, si à tout ε > 0, on peut

associer kε ∈ N tel que k ≥ kε implique ‖xk − x‖ ≤ ε. On écrit alors,

lim
k→+∞

xk = x .

Lorsque la limite existe, elle est unique.
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Définition 1.7 Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Proposition 1.8 Une suite
(
xk = (x1,k, . . . , xn,k)

)
converge vers x =

(x1, . . . , xn) si et seulement si pour tout entier 1 ≤ p ≤ n, la suite numérique(
xp,k

)
converge vers xp.

Proposition 1.9 Toute suite convergente est bornée.

Proposition 1.10 (Linéarité) Soient
(
xk

)
et

(
yk

)
deux suites qui conver-

gent respectivement vers x et y et soient α, β deux scalaires. Alors, la suite(
αxk + βyk

)
converge vers αx +βy.

Définition 1.11 Une suite
(
xk

)
est dite de Cauchy si à tout ε > 0, on peut

associer kε ∈ N tel que k, � ≥ kε impliquent ‖xk − x�‖ ≤ ε.

Proposition 1.12 Une suite
(
xk = (x1,k, . . . , xn,k)

)
est de Cauchy si et seule-

ment si les n suites numériques (x1,k), . . . , (xn,k) sont de Cauchy.

Proposition 1.13 Une suite
(
xk

)
est de Cauchy si et seulement si elle conver-

ge.

Définition 1.14 Si
(
kp

)
est une suite strictement croissante d’entiers naturels,

on dit que
(
xkp

)
est une sous-suite ou encore une suite extraite de la suite(

xk

)
.

Proposition 1.15 (Théorème de Bolzano-Weierstrass) De toute suite
bornée

(
xk

)
, on peut extraire une sous-suite

(
xkp

)
qui converge.

Proposition 1.16 Si une suite
(
xk

)
converge vers x, toutes ses sous-suites

convergent vers x.

1.3 Topologie de R
n

1.3.1 Sous-ensemble ouvert

Définition 1.17 Soient a ∈ R
n et r > 0. Par définition,

B(a, r) =
{
x ∈ R

n :
∥∥x − a

∥∥ < r
}

est appelé la boule ouverte de centre a et de rayon r.

Définition 1.18 Un point a est dit intérieur à E s’il existe r > 0 tel que

B(a, r) ⊂ E .

L’ensemble des points intérieurs à E est appelé l’intérieur de E et est noté E̊
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Définition 1.19 E est dit ouvert si E = E̊.

Proposition 1.20 E̊ est le plus grand ouvert contenu dans E.

Proposition 1.21 Toute réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

Proposition 1.22 Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Exemple 1.23 ∅, R
n, B(a, r) et

{
x ∈ R

n : ‖x− a‖ > r
}
sont des ouverts.

1.3.2 Sous-ensemble fermé

Définition 1.24 E est dit fermé si son complémentaire R
n \ E est ouvert.

Proposition 1.25 E est fermé si et seulement si toute suite d’éléments de E
qui converge, converge vers un élément de E.

Proposition 1.26 Toute réunion finie de fermés est un fermé.

Proposition 1.27 Toute intersection quelconque de fermés est un fermé.

Proposition 1.28 Si E est à la fois ouvert et fermé, on a l’alternative sui-
vante : ou bien E = ∅ ou bien E = R

n.

1.4 Adhérence d’un sous-ensemble

Définition 1.29 Un point a ∈ R
n est dit adhérent à E si pour tout r > 0 :

B(a, r) ∩ E �= ∅ .

L’ensemble des points adhérents à E est appelé l’adhérence de E et est noté E.

Par définition, E est l’ensemble des éléments de R
n qui n’appartiennent

pas à l’intérieur du complémentaire de E.

Propriétés

1) x ∈ E si et seulement si x est la limite d’une suite d’éléments de E.

2) E = R
n \ ( ◦

R
n \ E

)
.

3) E̊ ⊂ E ⊂ E.

4) E = E̊ ∪ ∂E.

5) E est fermé.



Espace R
n 5

Exemple 1.30 Soient a ∈ R
n et r > 0. Par définition,

B(a, r) =
{
x ∈ R

n : ‖x− a‖ ≤ r
}

est appelée la boule fermée de centre a et de rayon r.

Proposition 1.31 E est fermé si et seulement si E = E.

Proposition 1.32 E est le plus petit fermé contenant E.

1.5 Sous-ensemble compact

Définition 1.33 E est dit borné s’il existe un nombre réel M ≥ 0 tel que
x ∈ E implique ‖x‖ ≤ M .

Définition 1.34 E est dit compact s’il est à la fois fermé et borné.

Proposition 1.35 L’adhérence d’un borné est compacte.

Proposition 1.36 E est compact si et seulement si de toute suite d’éléments
de E, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de E.

Proposition 1.37 (Théorème de Heine-Borel-Lebesgue) E est compact
si et seulement si de tout recouvrement de E par des ouverts, on peut extraire
un recouvrement fini.

1.6 Bord d’un sous-ensemble

Définition 1.38 Un point a ∈ R
n est appelé point frontière de E si pour

tout r > 0 :

E ∩B(a, r) �= ∅ et
(
R
n \ E

) ∩B(a, r) �= ∅ .

L’ensemble des points frontières de E est appelé le bord de E et on le désigne
par ∂E.

Par définition, ∂E est l’ensemble des éléments de R
n qui n’appartiennent

ni à l’intérieur de E ni à l’intérieur de son complémentaire.
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Propriétés

1) x ∈ ∂E si et seulement si x est la limite d’une suite d’éléments de E et
d’une suite d’éléments de R

n \ E.

2) ∂E est fermé.

3) ∂E = E ∩ (
R
n \ E̊

)
=

(
R
n \

◦
(Rn \ E)

) ∩ (
R
n \ E̊

)
.

4) ∂E = ∅ ⇐⇒ E = R
n ou ∅.

5) ∂E ⊂ ∂E.

6) Soit a ∈ R
n et r > 0. Alors,

∂B(a, r) =
{
x ∈ R

n : ‖x − a‖ = r
}
.

1.7 Sous-ensemble connexe par arcs

Définition 1.39 Une application γ = (γ1, . . . , γn) : [0, 1] → E dont les n
fonctions γ1, . . . , γn : [0, 1] → R sont continues est appelée un chemin de E
d’origine γ(0) et d’extrémité γ(1).

Définition 1.40 E est dit connexe par arcs si deux quelconques de ses
éléments a et b peuvent être joints par un chemin de E d’origine a et d’extré-
mité b.

a

b

Ensemble connexe par arcs

Proposition 1.41 Pour qu’un ouvert soit connexe par arcs il faut et il suffit
qu’il ne soit pas la réunion de deux ouverts non vides disjoints.

1.8 Sous-ensemble connexe

Définition 1.42 E est dit connexe si pour tout couple d’ouverts A et B,
les relations E = A1 ∪ B1 et A1 ∩ B1 = ∅ avec A1 = E ∩ A et B1 = E ∩ B
impliquent A1 = ∅ ou B1 = ∅.
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Ensemble non connexe Ensemble connexe

Proposition 1.43 Pour qu’un ouvert soit connexe il faut et il suffit qu’il ne
soit pas la réunion de deux ouverts non vides disjoints.

Proposition 1.44 E est connexe si et seulement si pour tout couple de fermés
C et D, les relations E = C1∪D1 et C1∩D1 = ∅ avec C1 = E∩C et D1 = E∩D
impliquent C1 = ∅ ou D1 = ∅.

Proposition 1.45 Pour qu’un fermé soit connexe il faut et il suffit qu’il ne
soit pas la réunion de deux fermés non vides disjoints.

Proposition 1.46 L’adhérence d’un connexe est connexe.

Proposition 1.47 Dans R, les uniques connexes sont les intervalles.

Proposition 1.48 Un connexe par arcs est connexe.

Proposition 1.49 Un ouvert est connexe par arcs si et seulement s’il est
connexe.

Exemple 1.50 E =
{
(x, sin 1

x) : x > 0
}
est connexe par arcs tandis que E =

E ∪ {
(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1

}
est connexe mais pas connexe par arcs.

1.9 Exercices

1.1 Soient x,y ∈ R
n \ {0}.

1) Montrer que
∣∣〈x,y〉∣∣ = ‖x‖ ‖y‖ si et

seulement s’il existe un scalaire λ �= 0
tel que y = λx.

2) En déduire que ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖
implique y = λx avec λ > 0.

1.2 Soient x,y, z ∈ R
n. Montrer que

‖x− z‖
1 + ‖x− z‖
≤ ‖x − y‖

1 + ‖x− y‖ +
‖y − z‖

1 + ‖y − z‖ .

1.3 Soit
(
xk

)
une suite qui converge vers

x. Montrer que la suite
(‖xk‖

)
converge

vers ‖x‖.
1.4 Soit E =

{
(x, y) ∈ R

2 : 0 < y < 1
}
.

1) Trouver E̊, E et ∂E.

2) En déduire que E est ouvert.

1.5 Soit

E =
{
(x, y) ∈ R

2 : x2 < y < x
}
.

1) Trouver E̊, E et ∂E.

2) En déduire que E est ouvert.
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1.6 Soit E =
{
(x, sin x) : 0 ≤ x ≤ 2π

}
.

1) Trouver E̊, E et ∂E.

2) En déduire que E est fermé.

1.7 Soit

E =

{(
1

n
,
1

n2

)
: n ∈ N

∗
}
.

1) Trouver E̊, E et ∂E.

2) En déduire que E n’est ni ouvert ni
fermé.

1.8 Soit

E =

{(
n+

1

p
,m+

1

q

)
:

n, m ∈ Z et p, q ∈ N \ {0, 1}
}
.

1) E est-il ouvert ?

2) E est-il fermé ?

3) Trouver E̊, E et ∂E.

1.9 Soient a ∈ R
n et r > 0.

1) Montrer que B(a, r) et
{
x ∈ R

n :
‖x− a‖ > r

}
sont des ouverts.

2) En déduire que

∂B(a, r) =
{
x ∈ R

n : ‖x− a‖ = r
}
.

3) Vérifier que

B(a, r) =
{
x ∈ R

n : ‖x− a‖ ≤ r
}
.

1.10 1) Montrer que E est fermé si et
seulement si E = E.
2) Montrer que E est le plus petit fermé
contenant E.

1.11 Montrer que E ∪ F = E ∪ F .

1.12 Soit E ∩ F �= ∅. Montrer que
E ∩ F ⊂ E ∩ F . Peut-on inverser l’in-
clusion ?

1.13 Soit F ⊂ E. Montrer que F ⊂ E.

1.14 Soient E ∩A �= ∅ et A ouvert. Mon-
trer que E ∩A �= ∅.

1.15 Montrer que l’adhérence de tout
sous-ensemble borné est bornée.

1.16 1) Montrer que E = E̊ ∪ ∂E.
En déduire que ∂E = ∅ implique
E = R

n ou ∅.
1.17 Montrer que toute réunion quel-
conque d’ouverts est un ouvert.

1.18 Montrer que toute intersection finie
d’ouverts est un ouvert.

1.19 En donnant un contre-exemple,
montrer qu’une intersection non finie
d’ouverts n’est pas forcément un ou-
vert.

1.20 Montrer que toute réunion finie de
fermés est un fermé.

1.21 En donnant un contre-exemple,
montrer qu’une réunion non finie de fer-
més n’est pas forcément un fermé.

1.22 Montrer que toute intersection
quelconque de fermés est un fermé.

1.23 Montrer que ∂E̊ ⊂ ∂E. L’inclusion
inverse est-elle vraie ?

1.24 Montrer que ∂E = ∂(Rn \E).

1.25 Montrer que x ∈ ∂E si et seule-
ment s’il existe une suite d’éléments de
E et une suite d’éléments de R

n \E qui
convergent vers x.

1.26 Soit E ∩ F = ∅. Montrer que

∂(E ∪ F ) = ∂E ∪ ∂F .

Que devient cette égalité si
E ∩ F �= ∅ ?

1.27 Montrer que E est fermé si et seule-
ment si pour tout suite

(
xk

)
de E qui

converge, elle converge vers un élément
de E.

1.28 Soient a < b deux nombres réels et
f : [a, b] → R une fonction continue.
Montrer que
E =

{(
x, f(x)

)
: a ≤ x ≤ b

}
est fermé.

1.29 a ∈ R
n est appelé un point d’ac-

cumulation de E ⊂ R
n si pour tout

r > 0, l’intersection E∩B(a, r) contient
au moins un élément autre que a lui-
même.

1) Montrer que tous les points d’accu-
mulation de E appartiennent à E.
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2) Montrer que si E admet un point
d’accumulation, il possède une infi-
nité d’éléments.

3) Supposons que E soit borné. Montrer
que si E n’admet pas de point d’accu-
mulation, il ne possède qu’un nombre
fini d’éléments. Que devient ce résul-
tat si E n’est pas considéré borné ?

4) Montrer que E est fermé si et seule-
ment s’il contient tous ses points
d’accumulation.

1.30 Soient a1, . . . ,ap p éléments dis-
tincts de R

n. Montrer que
E = {a1, . . . ,ap} est compact.

Montrer que

1.31 E =
{(

[x], 0
)
: −0,5 < x < 6,4

}
est

compact.

1.32 E =
{(

1, [sin x]
)
: x ∈ R

}
est com-

pact.

1.33 Montrer que l’adhérence d’un bor-
né est compact.

1.34 (Propriété de l’intersection fi-
nie) Soit E compact et soit

(
Ek

)
k∈Ω

une famille de fermés inclus dansE telle
que pour tout sous-ensemble fini Ω0 de
Ω :

⋂
k∈Ω0

Ek �= ∅. Montrer que

⋂
k∈Ω

Ek �= ∅ .

1.35 Soit
(
Ek

)
k∈N

une famille de com-
pacts non vides telle que pour tout
k ∈ N : Ek+1 ⊂ Ek. De plus, on suppose
que lim

k→+∞
σk = 0 où

σk = sup
{∥∥x− y

∥∥ : x, y ∈ Ek

}
.

Montrer que
⋂

k∈N

Ek est un singleton.

1.36 Soit E fermé tel que

E ⊂
n⋃

k=1

B

(
ak,

1

k

)
.

Montrer que E est compact.

1.37 Soient E ⊂ R
n un compact et

F ⊂ R
n un fermé non vides. Montrer

qu’il existe a ∈ E et b ∈ F tels que∥∥a− b
∥∥

= inf
{∥∥x− y

∥∥ : x ∈ E et y ∈ F
}
.

1.38 Soient c ∈ R
n et r > 0. Montrer

que B(c, r) est connexe par arcs.

1.39 Soit
(
Ek

)
k∈Ω

une famille de
connexes par arcs de R

n telle que⋂
k∈Ω

Ek �= ∅. Montrer que
⋃

k∈Ω

Ek est

connexe par arcs.

1.40 Soient E fermé et γ : [0, 1] → E
un chemin de E. Montrer que Imγ est
connexe par arcs et compact.

1.41 Soient E et F deux fermés non
vides dont l’union E ∪ F et l’intersec-
tion E ∩ F sont connexes par arcs. En
déduire que E et F sont connexes par
arcs.

1.42 Montrer que l’adhérence d’un
connexe est connexe. La réciproque est-
elle vraie ?

1.43 Montrer qu’un connexe par arcs est
connexe.

1.44 Montrer que dans R, les uniques
connexes sont les intervalles.

1.45 Montrer qu’un connexe ne peut pas
être la réunion de deux fermés non vides
disjoints.

1.46 Soient E ⊂ F ⊂ E. Montrer que si
E est connexe, F l’est aussi.

1.47 Soit
(
Ek

)
k∈Ω

une famille de
connexes de R

n telle que
⋂

k∈Ω

Ek �= ∅.
Montrer que

⋂
k∈Ω

Ek est connexe.

1.48 Soit E =
{(

x, sin 1
x

)
: x > 0

}
.

1) Montrer que E est connexe par arcs.

2) Montrer que

E = E ∪ {
(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1

}
.

3) Montrer que E est connexe, mais pas
connexe par arcs.





Chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables

2.1 Introduction

Soit E ⊂ R
n non vide. La correspondance, qui, à tout élément x =

(x1, . . . , xn) de E associe le nombre réel y est appelée une fonction ou en-
core une application de E dans R et on la note par f : E → R. Pour montrer
que f(x) est l’élément de R associé à x, on utilise la notation x �→ f(x).

Par définition, E est appelé le domaine de définition de la fonction f
et Im f =

{
y ∈ R : ∃ x ∈ E tel que f(x) = y

}
l’image de E par f .

Soit E ⊂ R
2. Dans l’espace euclidien R

3 muni d’un repère orthonormé
{O; e1, e2, e3}, la fonction f : E → R est représentée par sa surface

Σ =
{(

x, y, z = f(x, y)
)
: (x, y) ∈ E

}
.

On désigne par F(E,R) l’ensemble des fonctions f : E → R.

z = sin xy y

x
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Définition 2.1 Une fonction f : E → R est dite bornée, s’il existe un nombre
réel M ≥ 0 tel que x ∈ E implique

∣∣f(x)∣∣ ≤ M .

Définition 2.2 On dit que la fonction f : E → R admet un minimum local
en a ∈ E, s’il existe δ > 0 tel que x ∈ E ∩B(a, δ) implique f(a) ≤ f(x).

Définition 2.3 On dit que la fonction f : E → R admet un maximum local
en a ∈ E, s’il existe δ > 0 tel que x ∈ E ∩B(a, δ) implique f(a) ≥ f(x).

Définition 2.4 On dit que la fonction f : E → R atteint son minimum en
a ∈ E, si f(a) = inf

x∈E
f(x). On écrit alors, f(a) = min

x∈E
f(x).

Définition 2.5 On dit que la fonction f : E → R atteint son maximum en
a ∈ E, si f(a) = sup

x∈E
f(x). On écrit alors, f(a) = max

x∈E
f(x).

2.2 Limite d’une fonction

Définition 2.6 Une fonction f : E → R est dite définie au voisinage du
point a si a est un point intérieur à E ∪ {a}.

Définition 2.7 On dit qu’une fonction f : E → R définie au voisinage du
point a admet pour limite � ∈ R lorsque x tend vers a si à tout ε > 0, on peut
associer δa,ε > 0 tel que x ∈ E et 0 < ‖x − a‖ ≤ δa,ε impliquent

∣∣f(x)− �
∣∣ ≤ ε.

On écrit alors, lim
x→a

f(x) = �.

Proposition 2.8 Lorsque la limite d’une fonction existe, elle est unique.

Proposition 2.9 Une fonction f : E → R définie au voisinage du point a
admet pour limite � ∈ R lorsque x tend vers a si et seulement si pour toute
suite

(
xk

)
d’éléments de E\{a} qui converge vers a, la suite des images

(
f(xk)

)
converge vers �.

Propriétés

On suppose que lim
x→a

f(x) = �1 et lim
x→a

g(x) = �2. Alors,

1) Linéarité. ∀α, β ∈ R :

lim
x→a

(αf + βg)(x) = α�1 + β�2 .

2) lim
x→a

(fg)(x) = �1�2 .

3) Si �2 �= 0 et ∀ x ∈ E \ {a} : g(x) �= 0,

lim
x→a

f(x)
g(x)

=
�1
�2

.

4) lim
x→a

∣∣f(x)∣∣ = |�1| .
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Proposition 2.10 Soient a ∈ R, b =(b1, . . . , bn) ∈ R
n et f : R

n → R une
fonction telle que lim

x→b
f(x) = � et soient g1, . . . , gn : R → R n fonctions telles

que lim
t→a

g1(t) = b1, . . . , lim
t→a

gn(t) = bn. De plus, on suppose qu’il existe α > 0

tel que 0 < |t− a| ≤ α implique
(
g1(t), . . . , gn(t)

) �= b. Alors,

lim
t→a

f
(
g1(t), . . . , gn(t)

)
= � .

Proposition 2.11 (Permutation des limites) Soit f : R
2 → R une fonc-

tion telle que

1) lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = � ;

2) ∀x ∈ R : lim
y→b

f(x, y) existe ;

3) ∀ y ∈ R : lim
x→a

f(x, y) existe.

Alors, lim
x→a

(
lim
y→b

f(x, y)
)
= lim

y→b

(
lim
x→a

f(x, y)
)
= � .

Proposition 2.12 (Théorème des deux gendarmes) Soient f , g, h :
E → R trois fonctions satisfaisant les deux propriétés suivantes :

1) lim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x) = � ;

2) ∀x ∈ E \ {a} : g(x) ≤ f(x) ≤ h(x).

Alors, lim
x→a

f(x) = �.

Proposition 2.13 Soient f , g : E → R deux fonctions satisfaisant les deux
propriétés suivantes :

1) lim
x→a

g(x) = 0 ;

2) ∀x ∈ E \ {a} : ∣∣f(x)− �
∣∣ ≤ g(x).

Alors, lim
x→a

f(x) = �.

2.3 Fonctions continues

Soit a ∈ E̊. Une fonction f : E → R est dite continue en a si

lim
x→a

f(x) = f(a) .

Proposition 2.14 Soit a ∈ E̊. Une fonction f : E → R est continue en a si
et seulement si pour toute suite

(
xk

)
d’éléments de E qui converge vers a, la

suite des images
(
f(xk)

)
converge vers f(a).
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2.3.1 Propriétés

Soient f, g : E → R deux fonctions continues en a. Alors,

1) Linéarité. ∀α, β ∈ R : la fonction (αf + βg) est continue en a.

2) Les fonctions fg, f/g et |f | sont continues en a.

Proposition 2.15 D’une part, soient g1, . . . , gm : E → R m fonctions conti-
nues en a = (a1, . . . , an). D’autre part, soit f : F → R une fonction continue
en b =

(
g1(a), . . . , gm(a)

)
. De plus, on suppose que{(

g1(x), . . . , gm(x)
)
: x ∈ E

} ⊂ F .

Alors, la fonction composée h : E → R définie par h(x) = f
(
g1(x), . . . , gm(x)

)
est continue en a.

2.3.2 Continuité sur un sous-ensemble

Définition 2.16 Une fonction f : E → R est dite continue si à tout élément
(a, ε) ∈ E × R

∗
+, on peut associer δa,ε > 0 tel que x ∈ E et ‖x− a‖ ≤ δa,ε

impliquent
∣∣f(x)− f(a)

∣∣ ≤ ε.

L’ensemble des fonctions continues f : E → R est noté C(E,R).

1) Pour qu’une fonction continue f : E → R soit continue en a il faut et il
suffit que a soit un point intérieur à E.

2) Pour qu’une fonction continue f : E → R soit continue en chacun de ses
points il faut et il suffit que E soit ouvert.

Proposition 2.17 Soient E un connexe et f : E → R une fonction continue.
Alors, Im f est un intervalle.

Proposition 2.18 (Théorème de Borsuk-Ulam) Soit f : ∂B
(
(0, 0), r

) → R

une fonction continue. Alors, il existe sur ∂B
(
(0, 0), r

)
deux points diamétra-

lement opposés a et b pour lesquels on a f(a) = f(b).

Proposition 2.19 Soient a < b, I un intervalle et f : [a, b] × I → R une
fonction continue. Alors, la fonction g : I → R définie par

g(y) =
∫ b

a

f(x, y) dx

est continue.

Proposition 2.20 Soient a ∈ R, I un intervalle et f : [a,+∞[ × I → R une
fonction continue telle que pour tout y ∈ I, l’intégrale généralisée∫ +∞

a

f(x, y) dx
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converge. De plus, on suppose qu’à tout ε > 0, on peut associer un nombre
αε > a (indépendant de y) tel que pour tout y ∈ I :∣∣∣∣∫ +∞

αε

f(x, y) dx
∣∣∣∣ ≤ ε .

Alors, la fonction g : I → R définie par

g(y) =
∫ +∞

a

f(x, y) dx

est continue.

z =
√

x2 + y2

x

y

2.3.3 Continuité uniforme

Définition 2.21 Une fonction f : E → R est dite uniformément continue
si à tout ε > 0, on peut associer δε > 0 tel que x,y ∈ E et ‖x − y‖ ≤ δε
impliquent

∣∣f(x)− f(y)
∣∣ ≤ ε.

Proposition 2.22 Une fonction f : E → R uniformément continue est conti-
nue.

2.3.4 Continuité sur un compact

Proposition 2.23 Soient E un compact et f : E → R une fonction continue.
Alors,

1) La fonction f est uniformément continue.

2) La fonction f : E → R atteint son maximum et son minimum. Autrement
dit, il existe deux éléments a et b de E pour lesquels on a

f(a) = min
x∈E

f(x) et f(b) = max
x∈E

f(x) .

3) Im f est compact.
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Proposition 2.24 (Théorème de la valeur intermédiaire) Soient E un
compact connexe et f : E → R une fonction continue. Alors,

Im f =
[
min
x∈E

f(x) , max
x∈E

f(x)
]
.

2.3.5 Prolongement par continuité

Proposition 2.25 Soit f : E → R une fonction uniformément continue.
Alors, il existe une unique fonction continue g : E → R qui cöıncide avec f
sur E. De plus, g est uniformément continue sur E.

Proposition 2.26 (Théorème de Tietze-Urysohn) Soient E un fermé et
f : E → R une fonction continue pour laquelle il existe deux nombres réels
α < β tels que pour tout x ∈ E : α ≤ f(x) ≤ β. Alors, il existe une fonction
continue g : R

n → R qui cöıncide avec f sur E et telle que pour tout x ∈ R
n :

α ≤ g(x) ≤ β.

Proposition 2.27 Soient A et B deux fermés non vides disjoints et α < β
deux nombres réels. Alors, il existe une fonction continue g : R

n → R vérifiant
les trois propriétés suivantes :

1) ∀x ∈ A : g(x) = α.

2) ∀x ∈ B : g(x) = β.

3) ∀x ∈ R
n : α ≤ g(x) ≤ β.

2.4 Exercices

Calculer

2.1 lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
.

2.2 lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2 − y2

x2 + y2
.

2.3 lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y2

x2 + y2
.

2.4 lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y2
.

2.5 lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
.

2.6 lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2 + y4
.

2.7 lim
(x,y)→(0,0)

sin xy√
x2 + y2

.

2.8 lim
(x,y)→(0,0)

sin xy

x2 + y2
.

2.9 lim
(x,y)→(0,0)

1− cos
√

x2 + y2

x2 + y2
.

2.10 lim
(x,y)→(0,0)

x2 sin y

x2 + y2
.

2.11

lim
(x,y)→(0,0)

sin x2 + sin 2xy + sin y2√
x2 + y2

.

2.12 lim
(x,y)→(0,0)

sin x sin y

tg
√

x2 + y2
.

2.13 lim
(x,y)→(0,0)

x5 + y4

sin2(x2 + y2)
.

2.14 lim
(x,y)→(0,0)

sin x2 sin y

x2 + sh2 y
.
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2.15 lim
(x,y)→(0,0)

xy sin xy

sh x2 + sh2 y
.

2.16 lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

.

2.17 lim
(x,y)→(0,0)

sin x th y√
x2 + y2

.

2.18 lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y4

sin(x2 + y2)
.

2.19 lim
(x,y)→(0,0)

x3y3 sin(x2 − y2)

tg(x2 + y2)
.

2.20 lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2) + x2 sin y

sh(x2 + y2)
.

2.21 lim
(x,y)→(0,0)

x4 tg xy

x2 + y2
.

2.22 lim
(x,y)→(0,0)

x2 tg y

x2 + y2
.

2.23

lim
(x,y)→(0,0)

Arctg 2(x2 + y2) + x2 sin y

sin(x2 + y2)
.

2.24 lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y4
th y2 .

2.25 lim
(x,y)→(0,0)

ln 4
√

1 + x2 + y2

sh(x2 + y2)
.

2.26

lim
(x,y)→(0,1)

ln

√
1 +

√
x2 +

(
y − 1

)4

sin
√

x2 +
(
y − 1

)4
.

2.27 lim
(x,y)→(0,0)

e
− 1√

x2+y2

x2 + y2
.

2.28 lim
(x,y)→(0,0)

e
− 1

x2+y2

sin
√

x2 + y2
.

2.29 lim
(x,y)→(0,0)

xy ln(x2 + y2) .

2.30 lim
(x,y)→(0,0)

ln

(
1 + x4 + y4

1 + x2 + y2

)
sin(x2 + y2)

.

2.31

lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + x2 + y2) + y4 ln(x2 + y2)

x2 + y2
.

2.32 lim
(x,y)→(0,0)

(x4 − y4) + sin 2(x2 + y2)

(x6 + y6)

× ln
(
1 +

(
x2 − y2

)2
+ x2y2

)
.

Calculer lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) pour les fonc-

tions f : R
2 → R définies par

2.33 f(x, y) =


1− cos

√|xy|
y
si y �= 0

0 si y = 0 .

2.34 f(x, y) =


sin xy

Arctg y
si y �= 0

0 si y = 0 .

2.35 f(x, y) =


th xy

y
si y �= 0

0 si y = 0 .

2.36 f(x, y) =


1

y
e
− 1

x2y2

si xy �= 0

0 si xy = 0 .

2.37 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) =


y

x2
e
− y

x2 si x �= 0

0 si x = 0 .

Calculer lim
(x,y)→(0,1)

f(x, y).

2.38 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

(x, y) =


y

x2
e
− 1

|x| si x �= 0

0 si x = 0 .

Calculer lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

Calculer lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) pour les fonc-

tions f : R
2 → R définies par

2.39 f(x, y) =


sin xy

xy
si xy �= 0

1 si xy = 0 .
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2.40 f(x, y) =


sin xy

sh x sh y
si xy �= 0

1 si xy = 0 .

2.41 f(x, y) =


sin(x4 − y4)

sh xy
si xy �= 0

0 si xy = 0 .

2.42 Soit f : R
2 \ {

(0, 0)
} → R la fonc-

tion définie par

f(x, y) =
2y4

x2 + y4
.

1) Montrer que pour tout α ∈ R :
lim
t→0

f(t, αt) = 0.

2) Peut-on en déduire que
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) existe ?

Etudier la continuité des fonctions f :
R

2 → R définies par

2.43 f(x, y) =


y +

1

y
Arctg(x2y)

si y �= 0

0 si y = 0 .

2.44 f(x, y) =


1

y2
th(xy2) si y �= 0

0 si y = 0.

2.45

f(x, y) =


∫ π

3

π
6

2xy

x2 sin2 t+ y2 cos2 t
dt

si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0) .

2.46 f(x, y) =

 xy ln

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ si xy �= 0

0 si xy = 0 .

2.47 f(x, y) =

{
x eArctg

y
x si x �= 0

0 si x = 0 .

2.48 Soit E =
{
(x, y) ∈ R

2 : x > y
}

∪{
(0, 0)

}
. Montrer qu’il n’existe aucun

nombre réel α pour lequel la fonction
f : E → R définie par

f(x, y) =


e
− 1

x2+y2

√
x− y

si x > y

α si x = y = 0

est continue en (0, 0).

2.49 Soient α1, α2, β1, β2 et γ cinq
constantes positives et f : R

2 → R la
fonction définie par

f(x, y) =


|x|α1 |y|α2(|x|β1 + |y|β2

)γ

si (x, y) �= 0

0 si (x, y) = 0 .

Montrer que

f continue en (0, 0) ⇐⇒ α1

β1
+

α2

β2
> γ .

2.50 Comment faut-il choisir la fonction
g : R → R de sorte que la fonction
f : R

2 → R définie par

f(x, y) =

 y

[
x

y

]
si y �= 0

g(x) si y = 0

soit continue aux points (a, 0) ?

2.51 Comment faut-il choisir la fonction
g : R → R de sorte que la fonction
f : R

2 → R définie par

f(x, y) =


1

y
ln

(
1 +

ey − 1

x2 + 1

)
si y �= 0

g(x) si y = 0

soit continue aux points (a, 0) ?

2.52 Comment faut-il choisir la fonction
g : R → R de sorte que la fonction
f : R

2 → R définie par

f(x, y) =


x ex − y ey

x− y
si x �= y

g(x) si x = y

soit continue aux points (a, a) ?
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2.53 Comment faut-il choisir la fonction
g : ]0, 1[ → R de sorte que la fonction
f : ]0, 1[× ]−π, π[ → R définie par

f(x, y) =


y cotg

(
y
√
x
)

si x ∈ ]0, 1[
et y ∈ ]−π, 0[ ∪ ]0, π[

g(x) si x ∈ ]0, 1[ et y = 0

soit continue aux points (a, 0) avec
0 < a < 1 ?

2.54 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) =


x2y2

x2y2 +
(
x− y

)2
si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0) .

1) Montrer que

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
= lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= 0 .

2) Peut-on en déduire que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 ?

2.55 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) =


xy

x2 + y2

si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0) .

1) Montrer que

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
= lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= 0 .

2) Peut-on en déduire que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 ?

2.56 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) =


(x+ y)2 cos

1

x
cos

1

y
si xy �= 0

0 si xy = 0 .

Montrer que

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
et lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

n’existent pas, mais que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 .

2.57 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par f(x, y) = x v(y)+y v(x) où v(t) = 1
si t est rationnel et 0 si t est irrationnel.
Montrer que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0

et que

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
et lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

n’existent pas.

2.58 Montrer que

lim
y→+∞

∫ 1

0

2xy e−x2y dx

�=
∫ 1

0

(
lim

y→+∞
2xy e−x2y

)
dx .

2.59 Calculer
1) max

0≤x,y≤1
(x2y − y2x).

2) max
0≤x,y,z≤1

(
x2y + y2z

+z2x− x2z − y2x− z2y
)
.

2.60 Soit g : R → R une fonction
continue. Montrer que la fonction
f : R

n → R définie par f(x1, . . . , xn) =
xn g(x1) est continue.

2.61 Soient f, g : E → R deux fonctions
continues. Montrer que si elles cöın-
cident sur E, elles cöıncident sur E.

2.62 Soient f, g : E → R deux fonctions
continues telles que pour tout x ∈ E :
f(x) ≤ g(x). Montrer que cette inéga-
lité reste valable sur E.
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2.63 Soient
(
Ak

)
k∈Ω

une famille d’ou-
verts non vides et f :

⋃
k∈Ω

Ak → R une

fonction dont la restriction à chaque Ak

est continue. Montrer que f est conti-
nue.

2.64 Soient
(
Bk

)
k∈Ω

une famille de fer-
més non vides et f :

⋃
k∈Ω

Bk → R une

fonction dont la restriction à chaque Bk

est continue. Peut-on en déduire que la
fonction f est continue ?

2.65 Soient f : R
n → R une fonction

continue et I un intervalle ouvert. Mon-
trer que E =

{
x ∈ R

n : f(x) ∈ I
}
est

ouvert.

2.66 Soient f : R
n → R une fonction

continue et I un intervalle fermé. Mon-
trer que E =

{
x ∈ R

n : f(x) ∈ I
}
est

fermé.

2.67 Soient f, g : R
n → R deux fonc-

tions continues. Montrer que
{
x ∈ R

n :
f(x) = g(x)

}
est fermé.

2.68 Soit f : R
n → R une fonction telle

que pour tout α ∈ R :{
x ∈ R

n : f(x) < α
}

et {
x ∈ R

n : f(x) > α
}

sont des ouverts. Montrer que f est
continue.

2.69 Soient E un compact et f : E → R

une fonction continue. Montrer que
Im f est compact.

2.70 Soient E un connexe et f : E → R

une fonction continue. Montrer que
Im f est un intervalle.

2.71 Soient E un connexe et f : E → R

une fonction continue ne s’annulant
pas. Montrer que f garde un signe
constant sur E.

2.72 Soient E un connexe et f : E → R

une fonction continue. Montrer que s’il
existe deux éléments a et b de E pour
lesquels f(a)f(b) ≤ 0, la fonction f
s’annule au moins une fois dans E.

2.73 Soit f : R
n → R une fonction ho-

mogène de degré 0. Montrer que si f est
continue en 0, elle est constante.

2.74 Soient E un connexe et f : E → R

une fonction localement constante.
Autrement dit : ∀a ∈ E, ∃ δa > 0 tel
que

x ∈ E ∩ B(a, δa) ⇒ f(x) = f(a) .

Montrer que la fonction f est constante.

2.75 Soit E �= ∅. La fonction d( · , E) :
R

n → R+ définie par

d(x, E) = inf
{‖x− y‖ : y ∈ E

}
est appelée la distance du point x au
sous-ensemble E. Montrer que

1) d(x, E) = 0 ⇐⇒ x ∈ E.

2) La fonction d( · , E) : R
n → R+ est

uniformément continue.

2.76 Soient A et B deux fermés non
vides disjoints. Trouver une fonction
continue f : R

n → R qui vérifie les pro-
priétés suivantes :

f(x) =

{ −1 si x ∈ A
1 si x ∈ B

et −1 < f(x) < 1 si x ∈ R
n \ (A ∪ B).

2.77 Un agriculteur possédant deux
champs A et B désire les partager entre
ses deux enfants. Son idée est de tracer
une ligne droite sur le plan cadastral
qu’il possède de sorte que chacun de
ses deux champs soient divisés en deux
parties strictement égales. En utilisant
le théorème de Borsuk-Ulam, montrer
qu’une telle droite existe.



Chapitre 3

Dérivées partielles

3.1 Introduction

Soient f : E → R une fonction et a = (a1, . . . , an) ∈ E. Si la fonction d’une
variable fk :

{
x ∈ R : (a1, . . . , ak−1, x, ak+1, . . . , an) ∈ E

} → R définie par

fk(x) = f(a1, . . . , ak−1, x, ak+1, . . . , an)

possède une dérivée en ak, on dit que la fonction f admet une dérivée partielle
par rapport à xk en a et on écrit

∂f

∂xk
(a) =

∂f

∂xk
(a1, . . . , an) = f ′

k(ak) .

Par définition,

∂f

∂xk
(a1, . . . , an)

= lim
x→ak

f
(
a1, . . . , ak−1, x, ak+1, . . . , an

)− f
(
a1, . . . , ak−1, ak, ak+1, . . . , an

)
x− ak

.

z

x

y
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Définition 3.1 Soit f : E → R une fonction dont la dérivée partielle par
rapport à xk existe en tout point de E. Alors, la fonction

∂f

∂xk
: E → R

est appelée la dérivée partielle de f par rapport à xk.

Définition 3.2 Soit f : E → R une fonction dont les n dérivées partielles

∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn
: E → R

existent. Alors, la fonction ∇f : E → R
n définie par

∇f(x1, . . . , xn) =
(

∂f

∂x1
(x1, . . . , xn) , . . . ,

∂f

∂xn
(x1, . . . , xn)

)
est appelé le gradient de la fonction f .

Proposition 3.3 Soit f : E → R une fonction dont les n dérivées partielles

∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn
: E → R

existent et sont continues en a. Alors, la fonction f est aussi continue en a.

Définition 3.4 Soit E ⊂ R
n un ouvert. Une fonction f : E → R est dite de

classe C1 si les n fonctions

∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn
: E → R

existent et sont continues.

D’après la proposition précédente, toute fonction de classe C1 est continue.

Proposition 3.5 Soient a < b deux nombres réels, I un intervalle ouvert et
f : [a, b]× I → R une fonction continue dont la dérivée partielle par rapport à
y est continue. Alors, la fonction g : I → R définie par

g(y) =
∫ b

a

f(x, y) dx

est de classe C1 et, de plus, pour tout y ∈ I :

g′(y) =
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx .
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Proposition 3.6 Soient a ∈ R, I un intervalle ouvert et f : [a,+∞[× I → R

une fonction continue vérifiant les trois propriétés suivantes :

1) la fonction ∂f
∂y : [a,+∞[× I → R est continue ;

2) pour tout y ∈ I, les deux intégrales généralisées∫ +∞

a

f(x, y) dx et

∫ +∞

a

∂f

∂y
(x, y) dx

convergent ;

3) à tout ε > 0, on peut associer un nombre αε > a (indépendant de y) tel
que les relations β ≥ αε et y ∈ I impliquent∣∣∣∣∫ +∞

β

∂f

∂y
(x, y) dx

∣∣∣∣ ≤ ε .

Alors, la fonction g : I → R définie par

g(y) =
∫ +∞

a

f(x, y) dx

est de classe C1 et, de plus, pour tout y ∈ I :

g′(y) =
∫ +∞

a

∂f

∂y
(x, y) dx .

Proposition 3.7 D’une part, soient g1, . . . , gm : E → R m fonctions de classe
C1. D’autre part, soit f : F → R une fonction de classeC1. De plus, on suppose
que {(

g1(x), . . . , gm(x)
)
: x ∈ E

} ⊂ F .

Alors, la fonction composée h : E → R définie par

h(x) = f
(
y1 = g1(x), . . . , ym = gm(x)

)
est de classe C1 et, de plus, pour tout a = (a1, . . . , an) ∈ E et tout entier
1 ≤ p ≤ n :

∂h

∂xp
(a) =

m∑
k=1

∂f

∂yk

(
g1(a), . . . , gm(a)

) ∂gk
∂xp

(a) .

En particulier, si E est un intervalle ouvert, on a pour tout t ∈ E :

h′(t) =
m∑
k=1

∂f

∂yk

(
g1(t), . . . , gm(t)

)
g′k(t) .

Proposition 3.8 Soient I et I1 deux intervalles ouverts, f : I1 × I → R une
fonction de classe C1 et g, h : I → I1 deux fonctions de classe C1. Alors, la
fonction v : I → R définie par

v(t) =
∫ g(t)

h(t)

f(x, t) dx
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est de classe C1 et, de plus, pour tout t ∈ I :

v′(t) = f
(
g(t), t

)
g′(t)− f

(
h(t), t

)
h′(t) +

∫ g(t)

h(t)

∂f

∂t
(x, t) dx .

3.1.1 Plan tangent

Soient E ⊂ R
2 un ouvert et f : E → R une fonction de classe C1. Dans

l’espace R
3 muni d’un repère orthonormé

{
O; e1, e2, e3

}
, cette fonction est re-

présentée par la surface Σ =
{(

x, y, z = f(x, y)
)
: (x, y) ∈ E

}
.

Fixons (a, b) ∈ E et soient I un intervalle ouvert, t0 ∈ I et ϕ, ψ : I → R

deux fonctions de classe C1 telles que ϕ(t0) = a, ψ(t0) = b et
{(

ϕ(t), ψ(t)
)
:

t ∈ I
} ⊂ E. Alors, l’application ρ : I → R

3 définie par

ρ(t) =
(
ϕ(t), ψ(t), α(t) = f

(
ϕ(t), ψ(t)

))
est une courbe sur la surface Σ qui passe par le point P =

(
a, b, c = f(a, b)

)
et

dont le vecteur tangent en ce point est ρ′(t0) =
(
ϕ′(t0), ψ′(t0), α′(t0)

)
. Ainsi,

en constatant que pour tout t ∈ I : −α(t) + f
(
ϕ(t), ψ(t)

)
= 0, on obtient, en

dérivant cette égalité par rapport à t, que

−α′(t0) +
∂f

∂x
(a, b)ϕ′(t0) +

∂f

∂y
(a, b)ψ′(t0) = 0 ;

ce qui revient à dire que les deux vecteurs

n =
(
∂f

∂x
(a, b),

∂f

∂y
(a, b), −1

)
et ρ′(t0)

sont orthogonaux ou encore que le vecteur tangent à la courbe ρ(t) au point P
se trouve dans le plan orthogonal au vecteur n qui passe par P . Par définition,
ce plan est appelé le plan tangent à la surface Σ au point P . Son équation
est donnée par

∂f

∂x
(a, b)(x− a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − b)− (

z − f(a, b)
)
= 0 .

z n

P

a

b

Σ

x

E

y
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3.1.2 Dérivée suivant une direction donnée

Soient le point a = (a1, . . . , an) ∈ R
n, la direction v = (v1, . . . , vn) avec

‖v‖ = 1 et f : R
n → R une fonction de classe C1. Soit fv : R → R la nouvelle

fonction définie par

fv(t) = f(a+ tv) = f(a1 + tv1, . . . , an + tvn) .

Puisque la fonction f est de classe C1, on a pour tout t ∈ R :

f ′
v(t) =

n∑
k=1

vk
∂f

∂xk
(a+ tv) .

Par définition,

∂f

∂v
(a) = f ′

v(0) =
n∑

k=1

vk
∂f

∂xk
(a) =

〈∇f(a),v
〉

est appelée la dérivée de la fonction f dans la direction v au point a.
D’un point de vue purement géométrique, ∂f

∂v (a) représente la pente de la
tangente à la courbe Cv de la fonction fv au point A =

(
0, f(a)

)
.

zz

s = fv(t)

A

f(a)

α

b
y

a

x

0 1
v

t

Cv

tgα = f ′
v(0)

Cas particuler : Si n = 2 ou 3

∂f

∂v
(a) =

n∑
k=1

vk
∂f

∂xk
(a) =

〈∇f(a),v
〉
=

∥∥∇f(a)
∥∥ cos θ

où θ est l’angle compris entre les vecteurs ∇f(a) et v. De plus,
∣∣ ∂f
∂v (a)

∣∣ est
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1) maximale si v = ± ∇f(a)∥∥∇f(a)
∥∥ ,

2) minimale si
〈∇f(a),v

〉
= 0.

Remarque : Si ∇f(a) = 0, pour toute direction v : ∂f
∂v (a) = 0. Dans ce cas,

le plan tangent à la surface Σ =
{(

x, y, z = f(x, y)
)
: (x, y) ∈ E

}
au point

P =
(
a, b, f(a, b)

)
est horizontal.

3.1.3 Fonction homogène

Définition 3.9 Une fonction f : E → R est dite homogène de degré α ∈ R,
si pour tout x ∈ E et tout scalaire t > 0 :

tx ∈ E et f(tx) = tαf(x) .

Remarque : Une fonction homogène n’est pas obligatoirement continue.

Proposition 3.10 Soit f : E → R une fonction homogène de degré α. Alors,
si la fonction ∂f

∂xk
: E → R existe, elle est homogène de degré α− 1.

Proposition 3.11 (Théorème d’Euler) Soit E ⊂ R
n un ouvert tel que pour

tout x = (x1, . . . , xn) ∈ E et tout scalaire t > 0 : tx ∈ E. Alors, une fonction
f : E → R de classe C1 est homogène de degré α si et seulement si pour tout
x ∈ E :

αf(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

xk
∂f

∂xk
(x1, . . . , xn) .

Cette égalité est appelée la relation d’Euler.

3.1.4 Jacobien

Soient E ⊂ R
n un ouvert, a ∈ E et f1, . . . , fn : E → R n fonctions de classe

C1. Alors, le déterminant

D(f1, . . . , fn)
D(x1, . . . , xn)

(a) = det

 ∇f1(a)
...

∇fn(a)


est appelé le jacobien des n fonctions f1, . . . , fn au point a.

3.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit f : E → R une fonction admettant une dérivée partielle par rapport
à xk. Si la fonction ∂f

∂xk
: E → R admet à son tour une dérivée partielle par

rapport à xp, on aura la nouvelle fonction

∂2f

∂xk∂xp
=

∂f

∂xp

(
∂f

∂xk

)
: E → R .
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Dans le cas particulier où p = k, on écrit :

∂2f

∂xk∂xp
=

∂2f

∂x2
k

.

Les fonctions
∂2f

∂xk∂xp
: E → R

sont appelées les dérivées partielles secondes ou encore d’ordre 2 de la
fonction f .

De proche en proche, on peut définir ainsi, lorsqu’elles existent, les déri-
vées partielles d’ordre q de la fonction f . Par exemple, la dérivée partielle
d’ordre q de la fonction f par rapport aux variables xj1 , . . . , xjq (prises dans
cette ordre) sera notée ∂qf

∂xj1 ···∂xjq
.

Définition 3.12 Soit E ⊂ R
n un ouvert. On dit qu’une fonction f : E → R

est de classe Cm si toutes ses dérivées partielles d’ordre m existent et sont
continues. C0 désignant l’ensemble des fonctions continues et C∞ l’ensemble
des fonctions dont toutes les dérivées partielles successives existent et sont
continues. D’où

C∞ ⊂ · · · ⊂ Cm+1 ⊂ Cm ⊂ · · · ⊂ C1 ⊂ C0 .

Proposition 3.13 (Théorème de Schwarz) Soit f : E → R une fonction

dont les deux dérivées partielles secondes ∂2f
∂xk∂xp

, ∂2f
∂xp∂xk

: E → R existent et

sont continues en a. Alors,

∂2f

∂xk∂xp
(a) =

∂2f

∂xp∂xk
(a) .

Proposition 3.14 Soient f : E → R une fonction de classe Cm et p un entier
compris entre 1 et m. Si les deux p-tuples ordonnés (r1, . . . , rp) et (s1, . . . , sp)
sont égaux à une permutation près, on a pour tout x ∈ E :

∂pf

∂xr1 · · · ∂xrp

(x) =
∂pf

∂xs1 · · · ∂xsp

(x) .

Définition 3.15 Soit f : E → R une fonction dont les n dérivées partielles
secondes ∂2f

∂x2
1
, . . . , ∂2f

∂x2
n
: E → R existent. Alors, la fonction ∆f : E → R définie

par

∆f(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

∂2f

∂x2
k

(x1, . . . , xn)

est appelée le laplacien de la fonction f .

Définition 3.16 Une fonction f : E → R est dite harmonique si elle est de
classe C2 et si pour tout x ∈ E : ∆f(x) = 0.
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3.2.1 Polynôme de Taylor

Soient E ⊂ R
n un ouvert, a ∈ E, δ > 0 (choisi de manière que B(a, 2δ)

⊂ E) et f : E → R une fonction de classe Cm+1. Alors, à chaque élément x de
B(a, δ), on peut associer θx ∈ ]0, 1[ de sorte que l’on ait l’égalité suivante (dite
formule de Taylor) :

f(x) = g(1) = g(0) + g′(0) + · · ·+ g(m)(0)
m!

+
g(m+1)(θx)
(m+ 1)!

.

où g : ]−2, 2[ → R est la fonction définie par g(t) = f
(
a + t(x − a)

)
. Par

définition, la fonction polynomiale Pm : R
n → R définie par

Pm(x) = g(0) + g′(0) + · · ·+ g(m)(0)
m!

est appelé le polynôme de Taylor d’ordre m de la fonction f autour de a.

Cas particuliers :

1) (Théorème des accroissements finis) Pour m = 0 :

f(x) = f(a) +
n∑

k=1

∂f

∂xk

(
a+θx(x − a)

)
(xk − ak) .

2) Pour n = 2, le polynôme de Taylor d’ordre 2 autour de (a, b) est donné par

P2(x, y) =

f(a, b) +
∂f

∂x
(a, b)(x− a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − a)

+
1
2

(
∂2f

∂x2
(a, b)(x− a)2 + 2

∂2f

∂x∂y
(a, b)(x− a)(y − b) +

∂2f

∂y2
(a, b)(y − a)2

)
.

3.2.2 Point stationnaire

Définition 3.17 On dit que a ∈ E est un point stationnaire de la fonction
f : E → R si ∇f(a) = 0.

Proposition 3.18 Soit f : E → R une fonction admettant un extremum local
en a et telle que ∇f(a) existe. Alors, ∇f(a) = 0.

Proposition 3.19 Soit f : E → R une fonction admettant un extremum local
en a. Alors, a se trouve forcément parmi les points suivants :

1) x /∈ E̊ ;

2) x ∈ E̊ et ∇f(x) = 0 ;

3) x ∈ E̊ et ∇f(x) n’existe pas.
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Proposition 3.20 Soit f : E → R une fonction de classe C2 telle que
∇f(a, b) = 0 et posons

r =
∂2f

∂x2
(a, b), s =

∂2f

∂x∂y
(a, b) et t =

∂2f

∂y2
(a, b) .

Alors,

1) si s2 − rt < 0 et r > 0, la fonction f admet un minimum local en (a, b) ;

2) si s2 − rt < 0 et r < 0, la fonction f admet un maximum local en (a, b) ;

3) si s2 − rt > 0, la fonction f n’admet pas d’extremum local en (a, b).

3.2.3 Extrema liés

Proposition 3.21 (Théorème de Lagrange) Soient E ⊂ R
n un ouvert,

1 ≤ p < n, a ∈ E et f, g1, . . . , gp : E → R p+1 fonctions de classe C1. De plus,
on suppose que g1(a) = . . . = gp(a) = 0 et

rg

 ∇g1(a)
...

∇gp(a)

 = p .

Alors, pour que la restriction de la fonction f à
{
x ∈ E : g1(x) = 0, . . .,

gp(x) = 0
}
admette un extremum local en a, il faut qu’il existe p scalaires

λ1, . . . , λp tels que

∇
(
f +

p∑
k=1

λkgk

)
(a) = 0.

Par définition, les p scalaires λ1, . . . , λp sont appelés des multiplicateurs
de Lagrange et

L = f+
p∑

k=1

λkgk : E → R

la fonction de Lagrange.

Remarques :

1) Puisque la condition est nécessaire mais pas suffisante, l’existence des p
scalaires λ1, . . . , λp ne garantit pas celle de l’extremum local en a.

2) Si p = 1 : rg
(∇g1(a)

)
= 1 ⇐⇒ ∇g1(a) �= 0.

3.3 Théorème des fonctions implicites

Proposition 3.22 (Théorème des fonctions implicites) Soient n, p ∈ N
∗

et f : E → R une fonction de classe Cp telle que

f(a1, . . . , an+1) = 0 et
∂f

∂xn+1
(a1, . . . , an+1) �= 0 .
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Alors, il existe localement une unique fonction continue φ : B
(
(a1, . . . , an), δ

)
→ R vérifiant les deux propriétés suivantes :

1) φ(a1, . . . , an) = an+1.

2) ∀ (x1, . . . , xn) ∈ B
(
(a1, . . . , an), δ

)
: f

(
x1, . . . , xn, φ(x1, . . . , xn)

)
= 0.

De plus, φ est de classe Cp.

3.3.1 Pour les fonctions à deux variables

1) Le vecteur ∇f(a, b) est normal à la courbe

C =
{(

x, y = φ(x)
)
: |x− a| < δ

}
au point P = (a, b). De plus, la pente de sa tangente en ce point est donnée
par

φ′(a) = −
∂f

∂x
(a, b)

∂f

∂y
(a, b)

.

2) Si p ≥ 2 et φ′(a) = 0 :

φ′′(a) = −
∂2f

∂x2
(a, b)

∂f

∂y
(a, b)

.

y

∇f(a, b)

P α

C f(x, y) = 0

0 a− δ a a+ δ x

tgα = φ′(a)

3.3.2 Pour les fonctions à trois variables

1) Puisque

∂φ

∂x
(a, b) = −

∂f

∂x
(a, b, c)

∂f

∂z
(a, b, c)

et
∂φ

∂y
(a, b) = −

∂f

∂y
(a, b, c)

∂f

∂z
(a, b, c)

,
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le vecteur ∇f(a, b, c) est normal à la surface

Σ =
{(

x, y, z = φ(x, y)
)
: (x, y) ∈ B

(
(a, b), δ

)}
au point P = (a, b, c).

2) Si p ≥ 2 et ∇φ(a, b) = 0 :

r =
∂2φ

∂x2
(a, b) = −

∂2f

∂x2
(a, b, c)

∂f

∂z
(a, b, c)

, s =
∂2φ

∂x∂y
(a, b) = −

∂2f

∂x∂y
(a, b, c)

∂f

∂z
(a, b, c)

,

t =
∂2φ

∂y2
(a, b) = −

∂2f

∂y2
(a, b, c)

∂f

∂z
(a, b, c)

.

z

∇f(a, b, c)

f(x, y, z)) = 0

Σ
P

c
0 b

y

a δ

x

Proposition 3.23 (Théorème des fonctions implicites généralisé)
Soient n,m, p ∈ N

∗ et f1, . . . , fm : E → R m fonctions de classe Cp telles
que pour a = (a1, . . . , an, an+1, . . . , an+m) ∈ E, on a

∀ k ∈ {1, . . . ,m} : fk(a) = 0 et
D(f1, . . . , fm)

D(xn+1, . . . , xn+m)
(a) �= 0 .

Alors, il existe localement m uniques fonctions continues

φ1, . . . , φm : B
(
(a1, . . . , an), δ

) → R

vérifiant les deux propriétés suivantes :
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1) ∀ k ∈ {1, . . . ,m} : φk(a1, . . . , an) = an+k.

2) ∀ k ∈ {1, . . . ,m} et (x1, . . . , xn) ∈ B
(
(a1, . . . , an), δ

)
:

fk
(
x1, . . . , xn, φ1(x1, . . . , xn), . . . , φm(x1, . . . , xn)

)
= 0 .

De plus, les m fonctions φ1, . . . , φm sont de classe Cp.

3.4 Formes différentielles

Soient I1 et I2 deux intervalles ouverts et M,N : I1×I2 → R deux fonctions
continues. Alors, l’équation différentielle

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 (3.1)

est appelée une forme différentielle. De plus, lorsque les deux fonctions M ,
N sont de classe C1 et que pour tout (x, y) ∈ I1 × I2 :

∂M

∂y
(x, y) =

∂N

∂x
(x, y) ,

on dit que la forme différentielle (3.1) est exacte.

Définition 3.24 Une fonction y : I → I2 de classe C1 où I est un intervalle
ouvert inclus dans I1 est dite solution de la forme différentielle (3.1) si pour
tout x ∈ I :

M
(
x, y(x)

)
+N

(
x, y(x)

)
y′(x) = 0 .

Remarque : Le vecteur
(
M

(
x, y(x)

)
, N

(
x, y(x)

))
est normal en chacun de ses

points à la courbe C de la solution y = y(x).

Proposition 3.25 Soit (a, b) ∈ I1 × I2 et posons pour tout (x, y) ∈ I1 × I2 :

χ(x, y) =
∫ x

a

M(t, y) dt+
∫ y

b

N(a, t) dt .

Alors,

1) ∀ (x, y) ∈ I1 × I2 : ∇χ(x, y) =
(
M(x, y), N(x, y)

)
.

2) Pour qu’une fonction y : I → I2 de classe C1 soit solution de la forme
différentielle exacte (3.1) il faut et il suffit qu’il existe une constante c telle
que pour tout x ∈ I : χ (x, y(x)) = c.

Proposition 3.26 (Existence et unicité locale) Soit (a, b) ∈ I1×I2. Alors,
si N(a, b) �= 0, la forme différentielle exacte (3.1) admet une solution y : I → I2,
localement unique au voisinage de a, qui satisfait la condition initiale y(a) = b.
De plus, pour tout x ∈ I : χ

(
x, y(x)

)
= 0.
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Proposition 3.27 Soient M , N : ]0,+∞[ × ]−∞,+∞[ → R deux fonctions
continues, homogènes de degré α. Alors, en faisant le changement de variable
y(x) = x z(x), la forme différentielle (3.1) se transforme en l’équation à variables
séparées

−1
x

=
N
(
1, z(x)

)
M

(
1, z(x)

)
+ z(x)N

(
1, z(x)

) z′(x) .

3.4.1 Facteur intégrant

Définition 3.28 Si les deux fonctions M,N : I1 × I2 → R sont de classe C1,
une fonction µ : I1 × I2 → R

∗ de classe C1 est appelée un facteur intégrant
de la forme différentielle (3.1) si

µ(x, y)M(x, y) + µ(x, y)N(x, y)y′ = 0 (3.2)

est une forme différentielle exacte.

Remarque : Si la forme différentielle (3.1) possède un facteur intégrant, ses
solutions cöıncident avec celles de la forme différentielle exacte (3.2). En par-
ticulier, si (a, b) ∈ I1 × I2 et N(a, b) �= 0, la forme différentielle (3.1) admet
une solution y : I → I2, localement unique au voisinage de a, qui satisfait la
condition initiale y(a) = b. De plus, cette solution vérifie l’égalité

χ(x, y) =
∫ x

a

µ(t, y)M(t, y) dt+
∫ y

b

µ(a, t)N(a, t) dt = 0 .

Proposition 3.29 Supposons que M,N : I1 × I2 → R sont deux fonctions de
classe C1 vérifiant les propriétés suivantes :

1) ∀ (x, y) ∈ I1 × I2 : N(x, y) �= 0 ;

2) ∀ (x, y) ∈ I1 × I2 :

∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
= f(x) .

Alors, si a ∈ I1, la fonction µ : I1 × I2 → R définie par

µ(x, y) = µ̂(x) = e−
∫ x
a f(t)dt

est un facteur intégrant de la forme différentielle (3.1).

Proposition 3.30 Supposons M,N : I1 × I2 → R sont deux fonctions de
classe C1 vérifiant les propriétés suivantes :

1) ∀ (x, y) ∈ I1 × I2 : M(x, y) �= 0 ;

2) ∀ (x, y) ∈ I1 × I2 :

∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

M(x, y)
= g(y) .
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Alors, si b ∈ I2, la fonction µ : I1 × I2 → R définie par

µ(x, y) = µ̂(y) = e
∫ y
b

g(t) dt

est un facteur intégrant de la forme différentielle (3.1).

3.5 Exercices

3.1 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) =


xy

x2 + y2
si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

Montrer que ∇f(0, 0) = 0 mais que la
fonction f n’est pas continue en (0, 0).

3.2 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) =


x

y2
si y �= 0

0 si y = 0 .

Montrer que ∇f(0, 0) = 0 mais que la
fonction f n’est pas continue en (0, 0).

3.3 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) =
x2y2√(
x2 + y2

)3
si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0) .

Montrer que ∇f(0, 0) = 0 mais que la
fonction ∂f

∂x
: R

2 → R n’est pas conti-
nue en (0, 0).

3.4 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) =


xy3

x2 + y2
si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

Montrer que

∂2f

∂x∂y
(0, 0) �= ∂2f

∂y∂x
(0, 0) .

3.5 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) =



x2 sin
1

x
+ y2 sin

1

y
si xy �= 0

x2 sin
1

x
si x �= 0, y = 0

y2 sin
1

y
si x = 0, y �= 0

0 si x = y = 0 .

Montrer que les deux fonctions
∂2f

∂x∂y
, ∂2f

∂y∂x
: R

2 → R sont continues en

(0, 0) mais que ∂2f
∂x2 (0, 0) et ∂2f

∂y2 (0, 0)
n’existent pas.

3.6 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) ={
xy ln

(|x|+ |y|) si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0) .

Montrer que f est de classe C1.

3.7 Soit f : R
3 → R la fonction définie

par

f(x, y, z) =
cos

(√
x2 + y2 − z3

)
− 1

x
si x �= 0

0 si x = 0 .

Calculer ∇f(0, 0, 0).
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3.8 Soit f : R
3 → R la fonction définie

par

f(x, y, z) = x2 th

(
y + z2

x

)
si x �= 0

0 si x = 0 .

Calculer ∇f(0, 1, 1).

3.9 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par
f(x, y) = ex−1 sin xy .

Donner l’équation du plan tangent à la
surface z = f(x, y) au point

(
1, π

2

)
.

3.10 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) = xy + ln 3
√

1 + x2 + 2y4 .

Donner l’équation du plan tangent à la
surface z = f(x, y) au point (1, 0).

3.11 Soit f : B
(
(0, 0), 2

) → R la fonc-
tion définie par

f(x, y) =
√

4− x2 − y2 .

Donner l’équation du plan tangent à la
surface z = f(x, y) au point (1, 0).

3.12 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) = cos(x2+y)+sin(x+y)+ex3y .

Donner l’équation du plan tangent à la
surface z = f(x, y) au point

(
0, π

2

)
.

3.13 Trouver une fonction homogène f :
R

2 → R de degré 2 qui n’est pas conti-
nue.

3.14 Soit f :
{
(x, y) ∈ R

2 : x > 0
} → R

une fonction homogène de degré α telle
que f(1, 0) = 0. Montrer que pour tout
a > 0 : ∂f

∂x
(a, 0) = 0.

3.15 Soit f : R
n → R une fonction de

classe C1, homogène de degré α �= 1
telle que f(0) = 0 . Montrer que
∇f(0) = 0. Que devient ce résultat si
α = 1?

Calculer

3.16 lim
t→0

∫ t

0

(t− x) e−x2

sin2 t
dx .

3.17 lim
t→0

∫ t

t2
ln
(
x2 + cos(x2t3)

)
dx

Arctg t3
.

3.18 lim
t→0

∫ 1

0

ln(1 + t2x2)

t2
dx .

3.19 lim
t→0

∫ t2

0

(t2 − x) cosx2

sin t4
dx .

3.20

lim
t→0

(∫ t2

t4

ln(x2 + t2x+ t4)

t2
dx− ln t4

)
.

3.21 lim
t→0

∫ t2

0

ln(1 + t2x2) dx

et − cos t− sin t
.

3.22 lim
t→0

∫ t2

0

1 +
√

sh3(t4x)

t2
dx .

3.23 lim
t→0

∫ t2

0

1 + sh(x2t2)

t2
dx .

3.24 lim
t→0

∫ t

0

x cos2
(
(1 + t2)x2

)
dx

t2
.

3.25 lim
t→0

∫ ln(1+t2)

t2

sin(tx)

t4
dx .

3.26 lim
t→0

t6 + sin6 t+

(∫ 1

t

sin(x2t2) dx

)6
(
1− cos t

)3 .

3.27 Montrer que

lim
t→−∞

∫ 1

0

dx√
1− x3t

= 0 .

3.28 Soit f : R → R une fonction conti-
nue. Calculer

lim
t→0

∫ t

0

(x− t)2f(x) dx

t3
.
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3.29 Soit f : R → R la fonction définie
par

f(t) =

∫ t

0

ln

(
1 + t2 + x2

1 + 2x2

)
dx .

Calculer lim
t→+∞

f ′(t).

3.30 Calculer la dérivée de la fonction
f :

]−π
2
, π

2

[ → R définie par

f(t) =

∫ π
2

−π
2

|t − x| sin xdx .

3.31 Montrer que la fonction
f : ]−1, 1[ → R définie par

f(t) =

∫ t2

−t4
ln
(
1 + cos(tx)

)
dx

admet un minimum local en 0.

3.32 Montrer que la fonction f : R → R

définie par

f(t) =

∫ t

0

sin
(
t
√

1 + x2
)
dx

admet un minimum local en 0.

3.33 Montrer que la fonction f : R → R

définie par

f(t) = sin
√
1 + t2+

∫ t2

t3
ln(1+etx2

) dx

admet un minimum local en 0.

3.34 Montrer que la fonction f : R → R

définie par

f(t) =

∫ t

t2

(
x2 − x+ sin(x2t)

)
dx

admet un maximum local en 0.

3.35 Montrer que la fonction
f : ]−1, 1[ → R définie par

f(t) = t2 + cos t+ t ln(1 + cos t)

+

∫ t2

t

ln(2 + x2t) dx

admet un minimum local en 0.

3.36 Montrer que la fonction f : R → R

définie par

f(t) =

∫ t2

0

Arctg(tx2) dx

admet un point d’inflexion en 0.

3.37 Soient λ > 0, σ : R → R une fonc-
tion continue et f : R → R la fonction
définie par

f(t) =

∫ t

0

σ(x) sinλ(t− x) dx .

1) Vérifier que f est la solution de
l’équation différentielle linéaire du se-
cond ordre y′′(t)+λ2y(t) = λσ(t) qui
satisfait les deux conditions initiales
y(0) = y′(0) = 0.

2) Calculer

∫ 2

0

x5 sin(2− x) dx .

3.38 Soit n ∈ N
∗. Vérifier que la fonc-

tion f : ]0,+∞[ → R définie par

f(t) = tn
∫ π

0

(sin x)2n cos(t cos x) dx

est solution de l’équation différentielle

t2y′′(t) + ty′(t) + (t2 − n2)y(t) = 0 .

3.39 Soit f : R → R la fonction définie
par

f(t) =

∫ t2

0

√
ch tx dx .

1) Calculer f ′(0) et f ′′(0).

2) En déduire que la fonction admet un
minimum local en 0.

3) Montrer que pour tout t ∈ R
∗ :

f(0) < f(t).

3.40 Soit la fonction f : R
2 → R définie

par

f(x, y)

=

∫ 1+x3

1

(
ch(xyt3) + sin(3xyt2)

)
dt .

Donner l’équation du plan tangent à la
surface z = f(x, y) au point (2, 0).
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3.41 Montrer que (0, 0) est un point sta-
tionnaire de la fonction f : R

2 → R dé-
finie par

f(x, y) =

∫ y2

−x2
ch(yt2 + x) dt .

Etudier sa nature.

3.42 Montrer que (0, 0) est un point sta-
tionnaire de la fonction f : R

2 → R dé-
finie par

f(x, y) = 10 x2 cos y

+

∫ y2

x2
ln

√
2 + x4 + cos(ty) dt.

Etudier sa nature.

3.43 Soit f : R
∗
+ × R

∗
+ → R la fonction

définie par

f(x, y) =

∫ π
2

0

ln(x2 sin2 t+y2 cos2 t) dt .

1) Montrer que pour tout x, y > 0 :

∇f(x, y) =

(
π

x+ y
,

π

x+ y

)
.

2) En déduire que pour tout x, y > 0 :

f(x, y) = π ln
(x+ y

2

)
.

3.44 Soit g : R
∗
+ → R la fonction définie

par

g(y) =

∫ π
2

0

ln(y2 cos2 t+ sin2 t) dt .

1) Montrer que

lim
y→0+

g(y) =

∫ π
2

0+

ln sin2 t dt = −π ln 2.

2) En déduire que∫ π
2

0+

ln sin t dt =

∫ π
2 −

0

ln cos t dt

= −π ln
√
2

et ∫ π
2 −

0+

ln tg t dt = 0 .

3.45 Soit h : R+ → R la fonction conti-
nue définie par

h(x) =


sin x

x
si x > 0

1 si x = 0 ,

et soit g : R+ → R la fonction définie
par

g(y) =

∫ +∞

0

e−xyh(x) dx .

1) Montrer que g est continue et
lim

y→+∞
g(y) = 0.

2) Montrer que g est dérivable sur
]0,+∞[. Calculer g′.

3) Montrer que pour tout y ≥ 0 :

g(y) =
π

2
−Arctg y .

4) En déduire que∫ +∞

0+

sin x

x
dx =

π

2
.

3.46 Soient f, g : R → R les deux fonc-
tions définies respectivement par

f(x) =

(∫ x

0

e−t2 dt

)2

et

g(x) =

∫ 1

0

e−x2(1+t2)

1 + t2
dt .

1) Montrer que pour tout x ∈ R :

f(x) + g(x) =
π

4
.

2) En déduire que∫ +∞

0

e−t2 dt =

√
π

2
.

3.47 Soit f : R → R la fonction définie
par

f(x, y) = xy3 + ln
√

1 + x4 + 2y2 .

Calculer ∂f
∂v

(1, 1) avec v =
(

4
5
, 3

5

)
.
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3.48 La hauteur d’une montagne en cha-
cun de ses points P est donnée par la
fonction

h(x, y) = 3 000 − 2x2 − y2

où (x, y) sont les coordonnées de la pro-
jection du point P sur le plan de base
muni d’un repère orthonormé dont l’axe
Ox désigne la direction est et l’axe Oy
la direction nord

1) Dire si l’on commence par monter ou
par descendre lorsque l’on se déplace
depuis le point Q = (30,−2) dans la
direction sud-ouest.

2) Au point Q, dans quelle direction la
pente est-elle la plus raide ?

3) Au point Q, dans quelle direction la
pente est-elle nulle ?

3.49 La profondeur d’un cratère d’un
volcan en chacun de ses points P est
donnée par la fonction

p(x, y) = −500+x4y2+ln(1+4x2+5y2)

où (x, y) sont les coordonnées de la pro-
jection du point P sur le plan de base
muni d’un repère orthonormé dont l’axe
Ox désigne la direction est et l’axe Oy
la direction nord.

1) Dire si l’on commence par monter ou
par descendre lorsque l’on se déplace
depuis le point Q = (1, 2) dans la di-
rection nord-ouest.

2) Au point Q, dans quelle direction la
pente est-elle la plus raide ?

3) Au point Q, dans quelle direction la
pente est-elle nulle ?

3.50 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par

f(x, y) = −x2 + 2xy + ex+y cos x2 .

Trouver son polynôme de Taylor
d’ordre 2 autour de (0, 0).

3.51 Soient g, h : R
2 → R deux fonc-

tions de classe C1 telles que pour tout
(x, y) ∈ R

2 :

∂g

∂y
(x, y) =

∂h

∂x
(x, y) .

1) Trouver toutes les fonctions f :
R

2 → R de classe C2 qui vérifient
pour tout (x, y) ∈ R

2 :

∇f(x, x) =
(
g(x, y), h(x, y)

)
.

2) L’existence des fonctions f est-elle
liée à la condition imposée à g et h ?

3.52 Trouver toutes les fonctions f :
R

2 → R de classe C1 qui satisfont pour
tout (x, y) ∈ R

2 :

∂f

∂x
(x, y) = 3y2 − y3 + 2xArctg x

et

∂f

∂y
(x, y) = 6xy − 3xy2 +

2y

1 + y2
.

3.53 Soient a, b ∈ R
∗. En effectuant le

changement de variables u = bx+ay et
v = bx−ay, trouver toutes les fonctions
f : R

2 → R de classe C1 qui vérifient
l’équation aux dérivées partielles

a
∂f

∂x
(x, y) + b

∂f

∂y
(x, y) = 0 .

3.54 Soit a ∈ R. Trouver toutes les fonc-
tions f : R

∗
+ × R → R de classe C1 qui

vérifient l’équation aux dérivées par-
tielles

x
∂f

∂y
(x, y)− y

∂f

∂x
(x, y) = af(x, y) .

3.55 Trouver toutes les fonctions f :
R

∗
+ × R → R de classe C1 qui vérifient

l’équation aux dérivées partielles

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = 0 .

Vérifier que les solutions sont homo-
gènes de degré 0.

3.56 En effectuant le changement de va-
riables u = x − y et v = x + y, trou-
ver toutes les fonctions f : R

2 → R de
classe C1 qui vérifient l’équation aux
dérivées partielles

∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂y
(x, y) .
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3.57 En effectuant le changement de va-
riables u = x, v = y − x et w = z − x,
trouver toutes les fonctions f : R

3 → R

de classe C1 qui vérifient l’équation aux
dérivées partielles

∂f

∂x
(x, y, z) +

∂f

∂y
(x, y, z)

+
∂f

∂z
(x, y, z) = 0 .

3.58 Trouver toutes les fonctions g :
R → R et h : R

∗
+ → R de classe C1 de

sorte que la fonction f : R
∗
+ × R → R

définie par

f(x, y) = g
( y

x

)
+ h(x)

soit solution de l’équation aux dérivées
partielles

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) =

1√
1 + x4

.

3.59 Trouver toutes les fonctions g, h :
R

∗
+ → R de classe C1 de sorte que la

fonction f : R
∗
+ × R

∗
+ → R définie par

f(x, y) = g(xy) + h
( y

x

)
soit solution de l’équation aux dérivées
partielles

x
∂f

∂x
(x, y)− y

∂f

∂y
(x, y) = ln

x2

y2
.

3.60 Soit E =
{
(u, v) ∈ R

2 : u+ v > 0
}
.

Trouver toutes les fonctions f :
R

∗
+ → R de classe C1 telles que pour

tout (x, y) ∈ E :

∂

∂x

(
f(x+ y)

x+ y

)
+

∂

∂y

(
f(x+ y)

x+ y

)
= ln(1 + x+ y)4 .

3.61 Trouver toutes les fonctions g :
R

∗
+ → R de classe C2 de sorte que la

fonction f : R
∗
+ × R

∗
+ → R définie par

f(x, y) = x2g(y)

soit solution de l’équation aux dérivées
partielles

x
∂2f

∂x2
(x, y)+y

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2xy2 ln y .

3.62 Trouver toutes les fonctions g, h :
R → R de classe C2 de sorte que la
fonction f : R

∗
+ × R → R définie par

f(x, y) = g
( y

x

)
+ h(x)

soit solution de l’équation aux dérivées
partielles

y
∂2f

∂y2
(x, y) + x

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

y

x2
.

3.63 Trouver toutes les fonctions f :
R

2 → R de classe C2 qui sont solutions
de l’équation aux dérivées partielles

∂2f

∂x∂y
(x, y)− 4x3 ∂f

∂y
(x, y) = 0 .

3.64 Trouver toutes les fonctions g :
R → R de classe C2 de sorte que la
fonction f : R × R

∗
+ → R définie par

f(x, y) = y3g(x)

soit solution de l’équation aux dérivées
partielles

∂2f

∂x2
(x, y) + y

∂2f

∂x∂y
(x, y)

+ y2 ∂
2f

∂y2
(x, y) = y3 sin 5x .

3.65 Trouver toutes les fonctions g :
R

∗
+ → R de classe C2 de sorte que la

fonction f : R
∗
+ × R

∗
+ → R définie par

f(x, y) =
1

x
g(xy)

soit solution de l’équation aux dérivées
partielles

x2 ∂f

∂x
(x, y)− x

∂2f

∂x∂y
(x, y)

= −xf(x, y) + x2y2 .

3.66 Soit λ > 0. En effectuant le chan-
gement de variables u = λx + y et
v = −λx + y, trouver toutes les fonc-
tions f : R

2 → R de classe C2 qui véri-
fient l’équation d’onde

∂2f

∂x2
(x, y)− λ2 ∂

2f

∂y2
(x, y) = 0 .



40 Exercices

3.67 Soient a, b et c trois constantes vé-
rifiant a �= 0 et b2 − ac > 0. En posant

α =
−b+

√
b2 − ac

a

et

β =
−b−√

b2 − ac

a
et en effectuant le changement de va-
riables u = αx+ y et v = βx+ y, trou-
ver toutes les fonctions f : R

2 → R de
classe C2 qui sont solutions de l’équa-
tion aux dérivées partielles

a
∂2f

∂x2
(x, y) + 2b

∂2f

∂x∂y
(x, y)

+ c
∂2f

∂y2
(x, y) = 0 .

3.68 En effectuant le changement de va-
riables u = x et v = y

x
, trouver toutes

les fonctions f : R
∗
+ × R → R de classe

C2 qui sont solution de l’équation aux
dérivées partielles

x2 ∂
2f

∂x2
(x, y) + 2xy

∂2f

∂x∂y
(x, y)

+ y2 ∂
2f

∂y2
(x, y) = 0 .

3.69 Soit f : R
∗
+ × R → R une fonction

de classe C2, homogène de degré α.

1) Montrer que pour tout (x, y) ∈ E :

x2 ∂
2f

∂x2
(x, y) + 2xy

∂2f

∂x∂y
(x, y)

+ y2 ∂
2f

∂y2
(x, y) = α(α− 1) f(x, y) .

2) Trouver toutes les fonctions f :
R

∗
+×R → R de classe C2, homogènes

de degré 0.

3) Trouver toutes les fonctions f :
R

∗
+×R → R de classe C2, homogènes

de degré 1.

3.70 Trouver les deux fonctions g, h :
R → R de classe C2 qui vérifient les
conditions initiales g(0) = h(0) = 1,
g′(0) = h′(0) = 0 et g′′(0) = 1 et telles
que la fonction f : R

2 → R définie par
f(x, y) = g(x)h(y) est harmonique.

3.71 Trouver deux fonctions g : R
∗
+ → R

et h : R → R de classe C2 qui vérifient
les conditions initiales

g(1) = h(0) = 0 et g(e) = h(1) = 1

et telles que la fonction f : R
∗
+×R → R

définie par f(x, y) = g(x)h(y) est so-
lution de l’équation aux dérivées par-
tielles

∂2f

∂x2
(x, y) +

1

x

∂f

∂x
(x, y)

+
1

x2

∂2f

∂y2
(x, y) = 0 .

3.72 (Mouvement central) Soient

r = (x, y, z) et r = ‖r‖ .

1) Si f : R
∗
+ → R est une fonction

de classe C1, montrer que pour tout
r > 0 :

∇f(r) = f ′(r)
r

r
.

2) Si f : R
∗
+ → R est une fonction

de classe C2, montrer que pour tout
r > 0 :

∆f(r) = f ′′(r) +
2

r
f ′(r) .

3) Trouver toutes les fonctions f :
R

∗
+ → R de classe C2 de sorte que

pour tout r > 0 : ∆f(r) = 0.

3.73 (Laplacien en coodonnées po-
laires)
Soient f : R

2 → R une fonction de
classe C2 et g : R

2 → R la fonction
définie par

g(r, θ) = f(x = r cos θ, y = r sin θ) .

Vérifier que pour tout (r, θ) ∈ R
∗
+ ×R :

∆f(r cos θ, r sin θ) =

∂2g

∂r2
(r, θ) +

1

r

∂g

∂r
(r, θ) +

1

r2

∂2g

∂θ2
(r, θ) .
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3.74 En utilisant l’exercice précédent,
trouver les deux fonctions f1 : R

∗
+ → R

et f2 :
]−π

2
, π

2

[ → R de classe C2 de
sorte que la fonction f : R

∗
+ × R → R

définie par

f(x, y) = f1

(√
x2 + y2

)
+f2

(
Arctg

y

x

)
soit harmonique.

3.75 (Laplacien en coordonnées cy-
lindriques)
Soient f : R

3 → R une fonction de
classe C2 et g : R

3 → R la fonction
définie par

g(r, θ, z) = f(x = r cos θ, y = r sin θ, z).

Vérifier que
pour tout (r, θ, z) ∈ R

∗
+ × R × R :

∆f(r cos θ, r sin θ, z)

=
∂2g

∂r2
(r, θ, z) +

1

r

∂g

∂r
(r, θ, z)

+
1

r2

∂2g

∂θ2
(r, θ, z) +

∂2g

∂z2
(r, θ, z) .

3.76 (Laplacien en coordonnées
sphériques)
Soient f : R

3 → R une fonction de
classe C2 et g : R

3 → R la fonction
définie par

g(r, β, θ) =

f(x = r sin β cos θ,

y = r sin β sin θ, z = r cos β) .

Vérifier que
pour tout (r, θ, z) ∈ R

∗
+ × ]0, π[× R :

∆f(r sin β cos θ, r sin β sin θ, r cos β)

=
∂2g

∂r2
(r, β, θ) +

2

r

∂g

∂r
(r, β, θ)

+
1

r2

∂2g

∂β2
(r, β, θ)

+
1

r2 sin2 β

∂2g

∂θ2
(r, β, θ)

+
cotg β

r2

∂g

∂β
(r, β, θ) .

3.77 Montrer que l’équation

x2 + 2ey + sin xy − 2 = 0

définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = φ(x) telle que
φ(0) = 0. Montrer que la fonction φ
admet un maximum local en 0.

3.78 Montrer que l’équation

exy + y2 − x− 2 = 0

définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = φ(x) telle que
φ(0) = 1. Montrer que la fonction φ
admet un maximum local en 0.

3.79 Montrer que l’équation

1− y2 + x2y ey = 0

définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = φ(x) telle que
φ(0) = 1. Montrer que la fonction φ
admet un minimum local en 0.

3.80 Montrer que l’équation

x3 + y3 − x2y − 1 = 0

définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = φ(x) telle que
φ(0) = 1. Montrer que la fonction φ
admet un minimum local en 0.

3.81 Montrer que l’équation

x2 − 2x− y − cos πy2

+ ln
1 + y4

2
+ ex(y−1) = 0

définit au voisinage du point 1 une
fonction implicite y = φ(x) telle que
φ(1) = 1. Montrer que la fonction φ
admet un maximum local en 1.

3.82 Montrer que l’équation

cos(x2 + y) + sin(x+ y) + ex3y = 2

définit au voisinage du point 0 une
fonction implicite y = φ(x) telle que
φ(0) = π

2
. Montrer que la fonction φ

admet un maximum local en 0.

3.83 Montrer que l’équation

ln x+ e
y
x = 1

définit au voisinage du point 1 une
fonction implicite y = φ(x) telle que
φ(1) = 0. Donner l’équation de la tan-
gente à la courbe y = φ(x) en 1.
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3.84 Soient A un ouvert, (a, b) ∈ A avec
a �= 0 et f : A → R une fonction de
classe C1, homogène de degré α telle
que

f(a, b) = 0 et
∂f

∂y
(a, b) �= 0 .

Donner explicitement la fonction impli-
cite y = φ(x) que f définit au voisinage
du point a et qui vérifie φ(a) = b.

3.85 Soit f : R
∗
+ × R → R la fonction

définie par

f(x, y) = 4x2 + y2 − 5xy sin
(πy
2x

)
.

En utilisant l’exercice précédent, don-
ner explicitement la fonction implicite
y = φ(x) que définit f au voisinage du
point 1 et qui vérifie φ(1) = −1.

3.86 Montrer que l’équation

3x2 + 6y2 + z5 − 2z4 + 1 = 0

définit au voisinage du point (0, 0) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(0, 0) = 1. Vérifier que (0, 0) est un
point stationnaire de la fonction φ. Etu-
dier sa nature.

3.87 Montrer que l’équation

x− 6y + ex2
+ ln(2 + x2 + z2 − 2z)

− xy + 3y2z + 2 = 0

définit au voisinage du point (0, 1) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(0, 1) = 1. Vérifier que (0, 1) est un
point stationnaire de la fonction φ. Etu-
dier sa nature.

3.88 Montrer que l’équation

x4 + x3y2 + xyz + z4 = 1

définit au voisinage du point (0, 0) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(0, 0) = 1. Vérifier que (0, 0) est un
point stationnaire de la fonction φ. Etu-
dier sa nature.

3.89 Montrer que l’équation

5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy

− 2xz − 2yz − 72 = 0

définit au voisinage du point (1, 1) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(1, 1) = 4. Vérifier que (1, 1) est un
point stationnaire de la fonction φ. Etu-
dier sa nature.

3.90 Montrer que l’équation

x+ 2x2 + y2 − x ey − y ex

+ 2 sin yz − (y + 1)z + 1 = 0

définit au voisinage du point (0, 0) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(0, 0) = 1. Vérifier que (0, 0) est un
point stationnaire de la fonction φ. Etu-
dier sa nature.

3.91 Montrer que l’équation

z5 + xz4 + yz + x2 + (y − 1)2 = 0

définit au voisinage du point (0, 1) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(0, 1) = 0. Vérifier que (0, 1) est un
point stationnaire de la fonction φ. Etu-
dier sa nature.

3.92 Montrer que l’équation

x5z + x2y2 + 7 cos xyz

− x10 cos y2 − z3 = 0

définit au voisinage du point (1, 0) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(1, 0) = 2. Vérifier que (1, 0) est un
point stationnaire de la fonction φ. Etu-
dier sa nature.

3.93 Montrer que l’équation

ex2
+ ey2

+ ez2
+ exy + exz + eyz

+ exyz − x− y − 6− e = 0

définit au voisinage du point (0, 0) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(0, 0) = 1. Vérifier que (0, 0) est un
point stationnaire de la fonction φ. Etu-
dier sa nature.
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3.94 Montrer que l’équation

− 1− 3x+ x2 + y2 + y3 + x ey

+ xz ey + z4 exz = 0

définit au voisinage du point (0, 0) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(0, 0) = 1. Vérifier que (0, 0) est un
point stationnaire de la fonction φ. Etu-
dier sa nature.

3.95 Montrer que l’équation

x4 + y4 + z4

+ exy + exz + eyz − e− 4 = 0

définit au voisinage du point (1, 0) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(1, 0) = 1. Donner l’équation du plan
tangent à la surface z = φ(x, y) au
point (1, 0).

3.96 Montrer que l’équation

x4 + x3y2 + xz + yz+ xyz+ z4 − 1 = 0

définit au voisinage du point (0, 0) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(0, 0) = 1. Donner l’équation du plan
tangent à la surface z = φ(x, y) au
point (0, 0).

3.97 Montrer que l’équation

− 1 + x2 + yz5 +Arctg xyz

+ ln

√
1 + x+ z

3z
+ ln 3

√
y2 + z3 = 0

définit au voisinage du point (1, 0) une
fonction implicite z = φ(x, y) telle que
φ(1, 0) = 7. Donner l’équation du plan
tangent à la surface z = φ(x, y) au
point (1, 0).

3.98 (Théorème des fonctions impli-
cites)
Soient E un ouvert, (a, b) ∈ E et f :
E → R une fonction de classe C1 telle
que

f(a, b) = 0 et
∂f

∂y
(a, b) �= 0 .

1) (Existence) Montrer qu’il existe
deux nombres α, δ > 0 et une fonc-
tion continue φ : ]a− δ, a+ δ[ → R

pour lesquels les quatre propriétés
suivantes sont vérifiées :
a) ∀x ∈ ]a− δ, a+ δ[ :

f
(
x, φ(x)

)
= 0 .

b) ∀x ∈ ]a− δ, a+ δ[ :

∣∣φ(x)− b
∣∣ < α .

c) (x, y) ∈ ]a−δ, a+δ[ × [b−α, b+α]
et f(x, y) = 0 ⇒ y = φ(x).
d) φ(a) = b.

2) Montrer que la fonction φ est de
classe C1.

3) (Unicité locale) En déduire que
si une fonction continue ϕ :
]a− δ1, a+ δ1[ → R avec 0 < δ1 ≤ δ
satisfait les deux propriétés sui-
vantes : ϕ(a) = b et pour tout
x ∈ ]a− δ1, a+ δ1[ : f

(
x, ϕ(x)

)
= 0,

elle cöıncide avec φ sur ]a−δ1, a+δ1[.

4) Que devient ce résultat si la fonction
ϕ n’est pas supposée continue ?

3.99 Montrer que les deux équations

x−y3+z+8 = 0 et x3+y4−z5−16 = 0

définissent au voisinage du point 0 deux
fonctions implicites y = φ1(x) et z =
φ2(x) telles que φ1(0) = 2 et φ2(0) = 0.
Donner l’équation de la tangente à cha-
cune des deux courbes y = φ1(x) et
z = φ2(x) au point x = 0.

3.100 Montrer que les deux équations

x− u2 + v2 = 0 et y − uv + 1 = 0

définissent au voisinage du point (0, 0)
deux fonctions implicites u = φ1(x, y)
et v = φ2(x, y) telles que φ1(0, 0) = 1
et φ2(0, 0) = 1. Donner l’équation du
plan tangent à chacune des deux sur-
faces u = φ1(x, y) et v = φ2(x, y) au
point (0, 0).
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3.101 (Théorème des fonctions in-
verses)
Soient E un ouvert, a = (a1, . . . , an)
∈ E et f1, . . . , fn : E → R n fonctions
de classe C1 telles que

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a) �= 0 .

Montrer qu’il existe localement
n uniques fonctions continues
φ1, . . . , φn : B(b, δ) → R avec b =(
f1(a), . . . , fn(a)

)
vérifiant les deux propriétés suivantes :

1) ∀ k = 1, . . . , n : φk(b) = ak.

2) ∀ k = 1, . . . , n et (y1, . . . , yn) ∈
B(b, δ) :

fk

(
x1 = φ1(y1, . . . , yn), . . . ,

xn = φn(y1, . . . , yn)
)
= yk .

3.102 Soient f, g : R
2 → R deux fonc-

tions de classe C1 telle que f(0, 0) =
g(0, 0) = 0. De plus, on suppose qu’il
existe un nombre δ > 0 tel que pour
tout (x, y) ∈ D =

{
(x, y) ∈ R

2 :
|x| ≤ δ, |y| ≤ δ

}
:∣∣∣∣∂f∂x (x, y)− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

3
,

∣∣∣∣∂f∂y (x, y)

∣∣∣∣ ≤ 1

3

et∣∣∣∣ ∂g∂x (x, y)

∣∣∣∣ ≤ 1

3
,

∣∣∣∣∂g∂y (x, y)− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

3
.

1) Soient |α|, |β| ≤ δ
3
.

Montrer, en utilisant la suite récur-
rente, x0 = y0 = 0 et{

xn+1 = xn − f(xn, yn) + α

yn+1 = yn − g(xn, yn) + β

qu’il existe un unique élément (a, b)
de D pour lequel f(a, b) = α et
g(a, b) = β.

2) En déduire que le système{
x+ y5 = 0,01

x7 + y = 0,001

admet une et une seule solution dans[− 1
3
, 1

3

]× [− 1
3
, 1

3

]
.

3.103 (Formes différentielles exac-
tes)
Soient I1, I2 deux intervalles ouverts,
(a, b) ∈ I1 × I2 et M,N : I1 × I2 → R

deux fonctions de classe C1 telles que
pour tout (x, y) ∈ I1 × I2 :

∂M

∂y
(x, y) =

∂N

∂x
(x, y) .

De plus, on suppose que N(a, b) �= 0 et
posons pour tout (x, y) ∈ I1 × I2 :

χ(x, y) =

∫ x

a

M(t, y) dt+

∫ y

b

N(a, t) dt .

1) Montrer qu’il existe localement une
unique fonction φ : ]a− δ, a+ δ[ →
I2 de classe C1 telle que φ(a) = b et
pour tout |x−a| < δ : χ

(
x, φ(x)

)
= 0.

2) (Existence et unicité locale) En
déduire que la fonction φ est loca-
lement l’unique solution de la forme
différentielle exacte

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(a) = b.

3.104 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle y(y−2x)−x(x−2y)y′ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1.

3.105 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

1

x2y
+

ln x

x
+

1

xy2
y′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(1) = 1.

3.106 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle 2x+exy+(ex−2y)y′ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(0) = 0.

3.107 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle xy2 +(1+ x2y)y′ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 1.

3.108 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

(3x2 − 6y)y + (x2 − 12 y)xy′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(1) = 1.
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3.109 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle 2x ey+ex+(ey+x2 ey)y′ = 0
qui satisfait la condition initiale
y(0) = 0.

3.110 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

−2x(1+tg y)+(1+x2)(1+tg2 y)y′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(0) = 0.

3.111 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

(1 + y2 sin 2x)− 2yy′ cos2 x = 0

qui satisfait la condition initiale
y(0) = 1.

3.112 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle√

y e2x +
1

2x
y′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(1) = 1.

3.113 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle 3(y2 +1)+ 2xyy′ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 2.

3.114 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle (y2+1) sin x+2 cosxyy′ = 0
qui satisfait la condition initiale
y(0) = 2.

3.115 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

−y + 2x2 tg
y

x
+ xy′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(1) = π

6
.

3.116 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle x − 3y + (3x − y)y′ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(1) = 2.

3.117 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle x2+y2+xyy′ = 0 qui satisfait
la condition initiale y(1) = 1.

3.118 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle x2+y2+x2y′ = 0 qui satisfait
la condition initiale y(1) = 0.

3.119 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle x2 − 3y2 + 2xyy′ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 2.

3.120 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle xy2 − y3 + xy2y′ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 0.

3.121 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

y +
√

x2 + y2 − xy′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(1) = 0.

3.122 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle y2+4yex+2(y+ex)y′ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(0) = 2.

3.123 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle(

1

x
+ y2

)
+ xyy′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(1) = 1.

3.124 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle −y+ x(1+ xy)y′ = 0 qui sa-
tisfait la condition initiale y(1) = 1.

3.125 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle xy2(xy′+y) = 1 qui satisfait
la condition initiale y(1) = 1.

3.126 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle (x4 + y2) + xy(x2 − 1)y′ = 0
qui satisfait la condition initiale
y(2) = 2.

3.127 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle (x2 + y2 + 1) + xyy′ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1.

3.128 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle −xy + x2y′ = 0 qui satisfait
la condition initiale y(1) = 1.

3.129 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

x2 + xy + 2(x+ y) + (x+ 1)y′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(0) = 0.
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3.130 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle

4x sin xy + y(1 + x2) cos xy

+ x(1 + x2) cos xyy′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(1) = π.

3.131 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle(

1

y
− x

)
+

1

y2
y′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(0) = 1.

3.132 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle(

3

xy
− y2

x5

)
+

(
2y

x4
− 1

y2

)
y′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(1) = −1.

3.133 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle −2xy+(y2+x2+3)y′ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1.

3.134 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle 2xy + (3x2 − y3)y′ = 0 qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1.

3.135 Trouver la solution de la forme dif-
férentielle (y ex+y2)−(2 ex+xy)y′ = 0
qui satisfait la condition initiale
y(0) = 1.

3.136 Sachant qu’il existe un facteur in-
tégrant de la forme µ(x, y) = σ(x2+y2),
trouver la solution de la forme différen-
tielle

x
(
2
√

x2 + y2 + 1
)
+ yy′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(0) = 1.

3.137 Sachant qu’il existe un facteur in-
tégrant de la forme µ(x, y) = σ(xy),
trouver la solution de la forme différen-
tielle

y(4x+ 6y) + x(3x+ 8y)y′ = 0

qui satisfait la condition initiale
y(2) = −1.

3.138 Trouver toutes les fonctions f :
R

∗
+ → R de classe C1 de sorte que

µ(x, y) = x soit un facteur intégrant de
la forme différentielle

x2 + y + f(x)y′ = 0.

Pour la fonction f qui vérifie f(1) = 1,
trouver la solution de la forme différen-
tielle qui satisfait la condition initiale
y(1) = 0.

3.139 Trouver toutes les fonctions f :
R → R de classe C1 de sorte que la
forme différentielle

(y2 + 1) sin x− f(x)yy′ = 0

soit exacte. Pour la fonction qui satis-
fait f(0) = 2, donner la solution de la
forme différentielle qui vérifie la condi-
tion initiale y(0) = 1.

3.140 Soient I un intervalle ouvert,
a ∈ I , b ∈ R

∗, m �= 0 ou 1 et p, f :
I → R deux fonctions de classe C1.

1) Vérifier que µ(x, y) = y−mγm−1(x)

avec γ(x) = e−
∫ x
a p(t) dt est un fac-

teur intégrant de la forme différen-
tielle (équation de Bernoulli)(

p(x)y − f(x)ym)
+ y′ = 0 .

2) Montrer que la solution de cette
forme différentielle qui satisfait la
condition initiale y(a) = b est donnée
par

y(x) = bγ(x)

(
1 + (1−m)bm−1

∫ x

a

f(t)γm−1(x) dt

) 1
1−m

.

Etudier la nature des points stationnaires
des fonctions f : R

2 → R définies par

3.141 f(x, y) = 2x2 sin y − x2 − y2 .

3.142

f(x, y) = ln(1 + x2 + 2y2) + x2y2 + y .

3.143 f(x, y) = −xy − e−xy + cos x .
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3.144 f(x, y) = ex2+y2−2x+2y .

3.145 f(x, y) = x3 + y3 − ex+y .

3.146 f(x, y) = x3 − 3x+ xy2 .

3.147 f(x, y) = 12 xy − x2y − xy2.
Le maximum local obtenu est-il global ?

3.148 f(x, y) = x2+x sin y− 1

4
cos y+5 .

3.149 f(x, y) = y2 + y cos x− sin x− 2.
Montrer que min

(x,y)∈R2
f(x, y) = −3.

3.150 f(x, y) = cos(x+ y) + sin y .

3.151 f(x, y) = (x2 + y2) e−(x+y).

3.152 f(x, y) = (x+ y) e−(x2+y2).

3.153 f(x, y) = y e−(x2+y).
Le maximum local obtenu est-il global ?

3.154 f(x, y) = x+ y2 − sh(x+ y) .

3.155 f(x, y) = x+ y − sh(x+ y) .

3.156

f(x, y) = ln
(
1+x2+y2

)4−(x−1)2−y2 .

Le maximum local obtenu est-il global ?
Même question pour le minimum.

3.157 f(x, y) = 16 exy + 16 x2 + y2.

3.158

f(x, y) = ex2
+ cos(x+ y) + sin(x+ y).

3.159 f(x, y) = 2x3 + (x− y)2 − 6y .

3.160 f(x, y) = −xy − e−xy + cos x.

3.161

f(x, y) = x2 +
9

5
xy + y2 +Arctgxy .

3.162

f(x, y) = xy +
1

x
− 1

y

avec x, y > 0.

3.163 f(x, y) = x2y(4− x− y) .

3.164 f(x, y) = 1+6x2−3
(
1−(x−y)2

)8
.

3.165 Soit λ > 0. Etudier, en fonction
de λ, la nature des points stationnaires
de la fonction f : R

2 → R définie par

f(x, y) = exy + x2 + λy2.

Pour λ ≥ 1
4
, montrer que

f(0, 0) = min
(x,y)∈R2

f(x, y) .

3.166 Soit α ∈ R. Montrer que la fonc-
tion f : R

2 → R définie par

f(x, y) = x2 + xy+ y2 − 1

1 + α2x2 + y2

possède un minimum local en (0, 0).

Trouver les extrema locaux des fonctions
f : R

2 → R définies par

3.167
f(x, y) = (x+y)+sin(x+y)+cos(x+y) .

3.168 f(x, y) =
∣∣∣2√x2 + y2 − (x2 + y2)

∣∣∣ .
3.169 Soient E un ouvert, (a, b) ∈ E
et f : E → R une fonction de classe
C2 admettant un maximum local en
(a, b). Montrer que pour tout couple
(u, v) ∈ R

2 :

u2 ∂
2f

∂x2
(a, b) + 2uv

∂2f

∂x∂y
(a, b)

+ v2 ∂
2f

∂y2
(a, b) ≤ 0 .

3.170 Trouver les extrema de la fonction
f : [0, 1]× [0, 1] → R définie par

f(x, y) =
xy

1 + 3x2 + y2
.

3.171 Trouver les extrema de la fonction
f : [−2, 0]× [0, 1] → R définie par

f(x, y) = x2 − xy + y2 + 3x− 2y + 1 .

3.172 Trouver les extrema de la fonction
f :

[
0, π

2

]× [
0, π

2

] → R définie par

f(x, y) = sin x+ sin y + sin(x+ y) .

3.173 Soit E =
{
(x, y) ∈ R

2 :
|x| ≤ π

2
, |y| ≤ cos x

}
. Trouver les ex-

trema de la fonction f : E → R définie
par

f(x, y) = y2 + y cosx− sin x− 2 .
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3.174 Soit E =
{
(x, y) ∈ R

2 :
|x|+ |y| ≤ 3π

4

}
. Trouver les extrema de

la fonction f : E → R définie par

f(x, y) = sin(x− y) + cos(x+ y) .

3.175 Trouver les extrema de la fonction
f : R

2 → R définie par

f(x, y) = cos x+ cos y + sin(x+ y) .

Trouver le minimum des fonctions f :
R

2 → R définies par

3.176

f(x, y) = (1− x+ y)2 + (1 + x+ y)2

+ (2 + 2x+ y)2.

3.177 f(x, y) = x2 + y2 +
(
x+ y − 2)2.

3.178 f(x, y) = |x|+ |y|+ |x+ y − 2| .
3.179 Soient A = (7, 1), B = (x,−x),
C = (y, y) et D = (8, 4). Minimiser la
somme des distances de A à B, de B à
C et de C à D.

3.180 Soit f : R
2 → R la fonction définie

par f(x, y) = (y − x2)(y − 2x2)

1) Montrer que pour tout α ∈ R, la
fonction gα : R → R définie par
gα(x) = f(x, αx) admet un minimum
local en 0.

2) Peut-on en déduire que la fonction f
admet un minimum local en (0, 0) ?

3.181 Soit E =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 − y2 = 25

}
. Trouver le minimum

de la fonction f : E → R définie par
f(x, y) = x2 + y2 + xy.

3.182 Trouver les extrema de la fonction
f : B

(
(0, 0), 1

) → R définie par

f(x, y) =
x+ y

1 + x2 + y2
.

3.183 Soit E =
{
(x, y) ∈ R

2 :
4 ≤ x2 + y2 ≤ 9, 0 ≤ x ≤ y

}
. Trouver

les extrema de la fonction f : E → R

définie par

f(x, y) =
y2

x+ y
.

3.184 Soit f : B
(
(0, 0), 2

) → R la fonc-
tion définie par

f(x, y) = lim
t→0

(
cos tx+ y sin tx

) 1
t .

1) Montrer que f(x, y) = exy.

2) Trouver les extrema de la fonction f .

3.185 Trouver les extrema de la fonction
f : B

(
(2, 0), 2

) → R définie par

f(x, y) =
∣∣∣2√x2 + y2 − (x2 + y2)

∣∣∣ .
3.186 Soit E =

{
(x, y) ∈ R

2 :
x2+4y2−4x ≤ 0

}
. Trouver les extrema

de la fonction f : E → R définie par

f(x, y) = ln(1 + x− y) + e
− 1

1+x−y .

3.187 Trouver les extrema de la fonction
f : ]0,+∞[× ]0,+∞[ → R définie par

f(x, y) = xy(x− y)

sous la condition x+ y = 8.

3.188 Trouver les extrema de la fonction
f : [0, π]× [0, π] → R définie par

f(x, y) = cos2 x sin2 y + sin2 x cos2 y

sous la condition sin x sin y = 1
2
.

Trouver les extrema des fonctions f :

B
(
(0, 0), 1

) → R définies par

3.189 f(x, y) = x+ 2y .

3.190 f(x, y) = x2 − y2 + xy .

3.191 f(x, y) = 4x2+(x−y)2−4xy+1 .

3.192
f(x, y) = x(1 + y) + ln

√
2 + x2 + y2.

3.193
f(x, y) = Arctg(x6 + y6 + x2 + y2 +1) .

3.194 f(x, y) = ln
√
2 + x4 + y4 .

3.195 f(x, y) = Arctg xy .

3.196 Soit E =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 +2y2 +2x− 1 ≤ 0

}
. Trouver les ex-

trema de la fonction f : E → R définie
par f(x, y) = −x+ y + 2.
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3.197 Soit E =
{
(x, y) ∈ R

2 :
9x2+(y−1)2 ≤ 1

}
. Trouver les extrema

de la fonction f : E → R définie par

f(x, y) = 3x2 + y2 .

3.198 Soit E =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + 2y2 ≤ 4

}
. Trouver les extrema de

la fonction f : E → R définie par

f(x, y) = x2 + xy + 2y2 .

3.199 Soit E =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2

25
+ y2

16
≤ 1

}
. Trouver les extrema de

la fonction f : E → R définie par

f(x, y) = x+ x2 + y2 .

3.200 Trouver le minimum de la fonction
f : R

2 → R définie par

f(x, y) = x2 + 6y2

sous la condition x2 + 3
√
2xy ≥ 1.

3.201 Trouver les extrema de la fonction
f : R

2 → R définie par

f(x, y) =

∫ y

x

t e−t2 dt

sous la condition ex2
+ ey2

= 8.

3.202 Trouver les extrema de la fonction
f : B

(
(0, 0, 0), 1

) → R définie par

f(x, y, z) = xyz .

3.203 Trouver le minimum de la fonction
f : B

(
(0, 0, 0), 1

) → R définie par

f(x, y, z) = xy + xz + yz .

3.204 Trouver les extrema de la fonction
f : R

3 → R définie par

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

sous la condition
5x2 + 9y2 + 6z2 + 4yz − 1 = 0.

3.205 Trouver les extrema de la fonction
f : R

3 → R définie par

f(x, y, z) = x2 + 5y2 + 8z2

sous la condition xy+ xz + yz − 1 = 0.

3.206 Soit f : R
3 → R la fonction définie

par

f(x, y, z) = 9x2 − 24 z + 36 y2 − 36 x

+ 4z2 − 72 y + 118 .

1) Trouver le minimum de f .

2) Trouver, en fonction de α ∈ R, la va-
leur minimale de f sous la condition
x− y ≤ α.

3) Trouver les extrema de f sous les
conditions x2 + 4y2 + z2 − 48 = 0
et z2 − 8z + 16 = 0.

3.207 Trouver le minimum de la fonction
f : R

3 → R définie par

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

sous les conditions x+ y + z − 1 = 0 et
xy − 1 = 0.

3.208 Trouver les extrema de la fonction
f : R

3 → R définie par

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

sous les conditions x2+y2+2z2−4 = 0
et xyz − 1 = 0.

3.209 Trouver les extrema de la fonction
f : R

3 → R définie par

f(x, y, z) = x+ y + z

sous les conditions
(x − 4) + 2(y − 2) + 3(z − 3) = 0 et
(x− 4)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 − 1 = 0.

3.210 Trouver les extrema de la fonction
f : R

3 → R définie par

f(x, y, z) = xyz

sous les conditions x2 + y2 + z2 < 1 et
1− 2 sin(x2 + y2 + z2) = 0.

3.211 Trouver les valeurs extrêmes de z
sur la surface

2x2 + 3y2 + z2 − 12xy + 4xz − 35 = 0 .

3.212 Soit α ∈ R. Trouver les extrema
de la fonction f : R

3 → R définie par

f(x, y, z) = αx+ 2y + z − 1

sous les conditions x2 + y2 − 1 = 0 et
y + z − 1 = 0.
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3.213 Pour x, y, z > 0, trouver la valeur
maximale de l’expression

xyz

(1 + x)(x+ y)(y + z)(z + 16)
.

3.214 Dans le plan, trouver la plus
courte distance entre un point et une
droite.

3.215 Dans l’espace, trouver la plus
courte distance entre un point et un
plan.

3.216 Trouver les axes de l’ellipse
d’équation

2x2 + xy + 2y2 − 1 = 0 .

3.217 Trouver les axes de l’ellipse dé-
terminée par l’intersection du cylindre
d’équation x2 + y2 − 4 = 0 et du plan
d’équation x+ y + 2z − 2 = 0.

3.218 Trouver les axes de l’ellipsöıde
d’équation

4x2 + 9y2 + 6z2 + 4yz − 4 = 0 .

3.219 Trouver la plus courte distance de
l’origine à l’hyperbole d’équation

x2 + 8xy + 7y2 − 225 = 0 .

3.220 Minimiser la distance de P à Q où
P est un point de l’ellipse d’équation
2x2 + xy + 2y2 − 1 = 0 et Q un point
de la droite d’équation y − 10 = 0.

3.221 Minimiser la distance de P à Q où
P est un point de l’ellipsöıde d’équation
2x2 + y2 + 2z2 − 8 = 0 et Q un point
du plan d’équation x+ y + z − 10 = 0.

3.222 Minimiser la distance de P à Q où
P est un point de la parabole d’équa-
tion x2 + y = 0 et Q un point du plan
d’équation x+ y − 1 = 0.

3.223 Déterminer parmi les triangles
rectangles ayant la même aire A, celui
qui la plus petite hypothénuse.

3.224 Déterminer parmi les triangles
ayant le même périmètre 2p, celui dont
l’aire est maximale.

3.225 Déterminer à l’intérieur d’un tri-
angle donné dont l’aire vaut A, le point
P dont le produit de ses distances aux
trois côtés est maximal.

3.226 Soient P un point du cercle
d’équation

x2 + y2 − 1 = 0

et Q = (c,−2c + 8). Déterminer c de
sorte que la distance de P à Q soit mi-
nimale.

3.227 Trouver le point de l’ellipse
d’équation (x− 4)2 + 4(y − 2)2 − 4 = 0
dont la somme de ses distances aux
deux axes Ox et Oy est minimale.

3.228 Soient

P = (1, 1, 1) et Q = (2, 3, 4) .

Trouver le point appartenant au plan
d’équation x+y+z−1 = 0 de sorte que
la somme des carrés de ses distances
aux points P et Q soit minimale.

3.229 Soient P = (0, 4) et Q = (5, 0).
Trouver le point appartenant au cercle
d’équation x2+y2−1 = 0 de sorte que la
somme des carrés de ses distances aux
points P et Q soit minimale.

3.230 Soient d1 la droite d’équation
x + 6 = 0 et d2 celle d’équation
x+y−4 = 0. Trouver le point apparte-
nant au cercle d’équation x2+y2−1 = 0
dont la somme de ses distances aux
deux droites d1 et d2 est minimale.

3.231 Soient A = (3,−2), B = (5, 4),
P = (x, 0) et Q = (0, y). Maximiser la
somme des carrés des distances de P à
A et de Q à B, sachant que la longueur
du segment PQ vaut 5.

3.232 Trouver le point P de la sphère
d’équation x2+y2+z2 −1 = 0 de sorte
que la somme de la distance de P au
plan d’équation x + y + z − 5 = 0 et
du carré de la distance de P au point
A = (0, 0, 8) soit minimale.

3.233 Trouver parmi les points appar-
tenant à l’intersection de l’ellipsöıde
d’équation 2x2 + y2 + 5z2 − 1 = 0 avec
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la parabolöıde d’équation z = 2x2+3y2

ceux dont la distance à l’origine est ex-
trémale.

3.234 Minimiser la distance de P à Q où
P est un point de la sphère d’équation
x2+y2+ z2−3 = 0 et Q un point de la
droite passant par le point A = (2, 3, 1)
et parallèle au vecteur v = (0, 1,−1).

3.235 Minimiser la distance de P à Q où
P est un point de l’ellipsöıde d’équation
x2+4y2+4z2−1 = 0 etQ un point de la
droite passant par le point A = (2, 1, 1)
et parallèle au vecteur v = (1, 0, 0).

3.236 Trouver trois nombres réels posi-
tifs dont le produit vaut 1 728 et dont
la somme est minimale.

3.237 Trouver trois nombres réels a, b
et c dont la somme vaut 15, le produit
des deux premiers 36 et pour lesquels
a2 + b2 + c2 est minimale.

3.238 Montrer que pour x, y, z ∈ R :

|xyz| ≤
(
x2 + y2 + z2

3

)3
2

.

3.239 1) Trouver le maximum de la fonc-
tion f : R

n → R définie par

f(x1, . . . , xn) =

n∏
k=1

x2
k

sous la condition 1−
n∑

k=1

x2
k = 0.

2) En déduire que
pour tout x =(x1, . . . , xn) ∈ R

n :∣∣∣∣∣
n∏

k=1

xk

∣∣∣∣∣ ≤
( ‖x‖√

n

)n

.

3.240 Soient α1, . . . , αn n constantes
non toutes nulles. Trouver le minimum
de la fonction f : R

n → R définie par

f(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

x2
k

sous la condition 1−
n∑

k=1

αkxk = 0.

3.241 Soient E un ouvert, (a, b) ∈ E et
f, g : E → R deux fonctions de classe
C1 telles que g(a, b) = 0, ∂g

∂y
(a, b) �= 0

et la restriction de f à
{
(x, y) ∈ E :

g(x, y) = 0
}
admet un extremum local

en (a, b). Montrer que

∇(f + λg)(a, b) = (0, 0)

avec λ = −
∂f(a, b)

∂y
∂g(a, b)

∂y

.

3.242 Soient a ∈R
2, δ > 0 et f :

B(a, δ) → R une fonction continue que
l’on suppose harmonique dans B(a, δ).
Montrer que f atteint ses extrema sur
∂B(a, δ).

3.243 Soient a ∈R
2, δ > 0 et f, g :

B(a, δ) → R deux fonctions continues
que l’on suppose harmoniques dans
B(a, δ) et égales sur ∂B(a, δ). Montrer
que f = g.

3.244 Soit f : R
3 → R une fonction de

classe C1 telle que pour tout (x, y, z) ∈
R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 4,

∂f

∂y
(x, y, z) < 0

et
∂f

∂z
(x, y, z) = 1 .

En quels points de E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2 + z2 ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 3

}
, la fonction f

atteint-elle ses extrema ?

3.245 Soient E un ouvert borné de R
n

et f : E → R une fonction conti-
nue, de classe C1 dans E et constante
sur ∂E. Montrer qu’il existe au moins
un élément a de E pour lequel on a
∇f(a) = 0.

3.246 Soient E un ouvert connexe de R
n

et f : E → R une fonction de classe C1

telle que pour tout x ∈ E : ∇f(x) = 0.
Montrer que la fonction f est constante.





Chapitre 4

Intégrales multiples

4.1 Intégrale double sur un rectangle fermé

Soient a < b et c < d quatre nombres réels et f : [a, b] × [c, d] → R une
fonction continue. Alors, les deux fonctions g : [c, d] → R et h : [a, b] → R

définies respectivement par

g(y) =
∫ b

a

f(x, y) dx et h(x) =
∫ d

c

f(x, y) dy

sont continues. De plus, ∫ d

c

g(y) dy =
∫ b

a

h(x) dx .

Définition 4.1 Par définition, le nombre réel∫ d

c

g(y) dy =
∫ b

a

h(x) dx

est appelé l’intégrale double de la fonction f sur le rectangle fermé D =
[a, b]× [c, d] et est noté ID(f).

Par convention, on écrira

ID(f) =
∫ d

c

g(y) dy =
∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y) dx

=
∫ b

a

h(x) dx =
∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y) dy

=
∫∫

D

f(x, y) dx dy .
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Propriétés

Soient f , g : D = [a, b]× [c, d] → R deux fonctions continues. Alors,

1) Linéarité. ∀α, β ∈ R :∫∫
D

(αf + βg)(x, y) dx dy = α

∫∫
D

f(x, y) dx dy + β

∫∫
D

g(x, y) dx dy .

2)
∣∣∣∣∫∫

D

f(x, y) dx dy

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
D

∣∣f(x, y)∣∣ dx dy .

3) Si f ≥ 0 :

a)
∫∫

D

f(x, y) dx dy ≥ 0.

b)
∫∫

D

f(x, y) dx dy = 0 ⇐⇒ f = 0.

4) Si f ≥ g :

a)
∫∫

D

f(x, y) dx dy ≥
∫∫

D

g(x, y) dx dy .

b)
∫∫

D

f(x, y) dx dy =
∫∫

D

g(x, y) dx dy ⇐⇒ f = g.

5) Aire(D) =
∫∫

D

dx dy = (b − a)(d− c) .

6) Si m = min
(x,y)∈D

f(x, y) et M = max
(x,y)∈D

f(x, y),

mAire(D) ≤
∫∫

D

f(x, y) dx dy ≤ M Aire(D) .

Proposition 4.2 (Théorème de la moyenne) Soit

f : D = [a, b]× [c, d] → R

une fonction continue. Alors, il existe au moins un élément (x0, y0) de D pour
lequel on a ∫∫

D

f(x, y) dx dy = f(x0, y0)Aire(D) .

4.2 Intégrale double sur un ouvert borné de R
2

Un sous-ensemble D de R
2 est appelé un rectangle fermé s’il peut s’écrire

sous la forme
D = [a, b]× [c, d]

où a, b, c et d sont quatre nombres réels tels que a < b et c < d.
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Nous dirons que
(
Dk

)
k∈N

est une famille de rectangles fermés quasi
disjoints si pour tout couple d’entiers p �= q :

D̊p ∩ D̊q = ∅ .

Proposition 4.3 Soit D ⊂ R
2 un ouvert borné non vide. Alors, il existe au

moins une famille
(
Dk

)
k∈N

de rectangles fermés quasi disjoints telle que

D =
+∞⋃
k=0

Dk .

De plus, si f : D → R est une fonction continue et bornée,

+∞∑
k=0

∣∣IDk
(f)

∣∣ < +∞ .

Proposition 4.4 Soient D ⊂ R
2 un ouvert borné,

(
Dk

)
k∈N

et
(
D̂k

)
k∈N

deux
familles de rectangles fermés quasi disjoints telles que

+∞⋃
k=0

Dk = D =
+∞⋃
k=0

D̂k

et f : D → R une fonction continue et bornée. Alors,

+∞∑
k=0

IDk
(f) =

+∞∑
k=0

ID̂k
(f) .

Définition 4.5 Soient D ⊂ R
2 un ouvert borné,

(
Dk

)
k∈N

une famille de rec-
tangles fermés quasi disjoints dont la réunion est D et f : D → R une fonction
continue et bornée. Alors, par définition , le nombre réel

+∞∑
k=0

IDk
(f)

est appelé l’intégrale double de la fonction f sur D et est noté∫∫
D

f(x, y) dx dy ou encore ID(f) .

Ainsi,

ID(f) =
∫∫

D

f(x, y) dx dy =
+∞∑
k=0

IDk
(f) .
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4.2.1 Propriétés

Soient D ⊂ R
2 un ouvert borné et f , g : D → R deux fonctions continues

et bornées. Alors,

1) Linéarité. ∀α, β ∈ R :∫∫
D

(αf + βg)(x, y) dx dy = α

∫∫
D

f(x, y) dx dy + β

∫∫
D

g(x, y) dx dy .

2)
∣∣∣∣∫∫

D

f(x, y) dx dy

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
D

∣∣f(x, y)∣∣ dx dy .

3) Si f ≥ 0 :

a)
∫∫

D

f(x, y) dx dy ≥ 0.

b)
∫∫

D

f(x, y) dx dy = 0 ⇐⇒ f = 0.

4) Si f ≥ g :

a)
∫∫

D

f(x, y) dx dy ≥
∫∫

D

g(x, y) dx dy.

b)
∫∫

D

f(x, y) dx dy =
∫∫

D

g(x, y) dx dy ⇐⇒ f = g.

5) Si m = inf
(x,y)∈D

f(x, y) et M = sup
(x,y)∈D

f(x, y),

mAire(D) ≤
∫∫

D

f(x, y) dx dy ≤ M Aire(D) .

6) Pour toute famille
(
Dk

)
k∈N

de rectangles fermés quasi disjoints dont la
réunion est D, on a

Aire(D) =
∫∫

D

dx dy =
+∞∑
k=0

IDk
(1) =

+∞∑
k=0

Aire(Dk) .

7) Si f < g, le volume V de

E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : (x, y) ∈ D, f(x, y) < z < g(x, y)
}

est donné par V =
∫∫

D

(
g(x, y)− f(x, y)

)
dx dy .

8) Si D1 ⊂ D2 ⊂ R
2 sont deux ouverts bornés non vides. Alors,∫∫

D1

∣∣f(x, y)∣∣ dx dy ≤
∫∫

D2

∣∣f(x, y)∣∣ dx dy .
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9) Soit
(
Dk

)
k∈N

une famille de sous-ensembles ouverts non vides et disjoints
de R

2 dont la réunion est D. Alors, pour toute fonction f : D → R continue
et bornée, on a

∫∫
D

f(x, y) dx dy =
+∞∑
k=0

(∫∫
Dk

f(x, y) dx dy

)
.

10) Par convention, si la fonction f est continue sur le compact D, on pose∫∫
D

f(x, y) dx dy =
∫∫

D

f(x, y) dx dy .

Toutes les propriétés données ci-dessus pour
∫∫

D

f(x, y) dx dy restent va-

lables pour
∫∫

D

f(x, y) dx dy.

4.2.2 Calcul des intégrales doubles

Proposition 4.6 Soient a < b deux nombres réels et Φ, Ψ : [a, b] → R deux
fonctions continues telles que pour tout x ∈ ]

a, b
[
: Φ(x) < Ψ(x). Posons,

D =
{
(x, y) ∈ R

2 : a < x < b, Φ(x) < y < Ψ(x)
}
.

Alors, pour toute fonction continue

f : D =
{
(x, y) ∈ R

2 : a ≤ x ≤ b, Φ(x) ≤ y ≤ Ψ(x)
} → R ,

on a∫∫
D

f(x, y) dx dy =
∫ b

a

(∫ Ψ(x)

Φ(x)

f(x, y) dy

)
dx =

∫ b

a

dx

∫ Ψ(x)

Φ(x)

f(x, y) dy .

D

y

xa bx

y = Ψ(x)

y = Φ(x)

0
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Remarques :

1) Supposons que f, g : D → R sont deux fonctions continues telles que sur
D : f < g et posons pour a < ζ < b :

A(ζ) =
∫ Ψ(ζ)

Φ(ζ)

(
g(ζ, y)− f(ζ, y)

)
dy .

Alors, A(ζ) est la surface plane obtenue en coupant le corps

E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : (x, y) ∈ D, f(x, y) < z < g(x, y)
}

par le plan d’équation x = ζ. Le volume V de E est V =
∫ b

a

A(ζ) dζ.

z

z = g(x, y)

A(ζ)

y y = Ψ(x)

D

z = f(x, y)

y = Φ(x)

0 a ζ b x

E

2) Aire(D) =
∫∫

D

dx dy =
∫ b

a

dx

∫ Ψ(x)

Φ(x)

dy =
∫ b

a

(
Ψ(x)−Φ(x)

)
dx .

3) Dans le cas particulier, où Φ(x) = c et Ψ(x) = d, on a bien∫∫
D

f(x, y) dx dy =
∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y) dy .

Proposition 4.7 Soient c < d deux nombres réels et Φ,Ψ : [c, d] → R deux
fonctions continues telles que pour tout y ∈ ]c, d[ : Φ(y) < Ψ(y). Posons

D =
{
(x, y) ∈ R

2 : Φ(y) < x < Ψ(y), c < y < d
}
.

Alors, pour toute fonction continue

f : D =
{
(x, y) ∈ R

2 : Φ(y) ≤ x ≤ Ψ(y), c ≤ y ≤ d
} → R ,

on a∫∫
D

f(x, y) dx dy =
∫ d

c

(∫ Ψ(y)

Φ(y)

f(x, y) dx

)
dy =

∫ d

c

dy

∫ Ψ(y)

Φ(y)

f(x, y) dx .
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d

y

c

0

x = Φ(y) x = Ψ(y)

D

x

y

4.2.3 Changement de variables

Proposition 4.8 Soient E,D ⊂ R
2 deux ouverts bornés et (ϕ, ψ) : E → D

une bijection de classe C1. Alors, pour toute fonction f : D → R continue et
bornée, on a∫∫

D

f(x, y) dx dy =
∫∫

E

f
(
ϕ(u, v), ψ(u, v)

) ∣∣∣∣D(ϕ, ψ)
D(u, v)

(u, v)
∣∣∣∣ du dv

=
∫∫

E

f
(
ϕ(u, v), ψ(u, v)

) ∣∣∣∣∂ϕ∂u ∂ψ

∂v
− ∂ϕ

∂v

∂ψ

∂u

∣∣∣∣ (u, v)du dv .

Cas particuliers : Pour les coordonnées polaires{
x = ϕ(ρ, θ) = ρ cos θ
y = ψ(ρ, θ) = ρ sin θ ,

on a
D(ϕ, ψ)
D(ρ, θ)

(ρ, θ) = ρ .

4.3 Intégrale double sur R
2

Une famille
(
Dk

)
k∈N

de sous-ensembles ouverts et bornés de R
2 est ap-

pelée un recouvrement régulier de R
2 si les deux conditions suivantes sont

vérifiées :

1) ∀ k ∈ N : Dk ⊂ Dk+1.

2) ∀ r > 0, ∃ kr ∈ N tel que{
(x, y) ∈ R

2 : |x| ≤ r, |y| ≤ r
} ⊂ Dkr .

Proposition 4.9 Soient f : R
2 → [0,+∞[ une fonction continue et

(
Dk

)
k∈N

,(
D̂k

)
k∈N

deux recouvrements réguliers de R
2. Alors, on a l’alternative suivante :

ou bien les deux suites
(
dk

)
et

(
d̂k

)
définies respectivement par

dk =
∫∫

Dk

f(x, y) dx dy et d̂k =
∫∫

D̂k

f(x, y) dx dy

convergent vers la même limite ou bien lim
k→+∞

dk = lim
k→+∞

d̂k = +∞.
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Définition 4.10 Soient f : R
2 → [0,+∞[ une fonction continue et

(
Dk

)
k∈N

un recouvrement régulier de R
2. Si la suite(

dk =
∫∫

Dk

f(x, y) dx dy

)
converge, sa limite est appelée l’intégrale double de la fonction f sur R

2 et
on écrit ∫∫

R2
f(x, y) dx dy = lim

k→+∞
dk = lim

k→+∞

∫∫
Dk

f(x, y) dx dy .

Pour exprimer que l’intégrale double ci-dessus converge, on utilise la notation∫∫
R2

f(x, y) dx dy < +∞ .

Dans le cas contraire, on écrit
∫∫

R2
f(x, y) dx dy = +∞.

Proposition 4.11 (Critère de comparaison) Soient f, g : R
2 → [0,+∞[

deux fonctions continues telles que pour tout (x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ f(x, y) ≤ g(x, y).

Alors,

1)

∫∫
R2

g(x, y) dx dy < +∞ ⇒
∫∫

R2
f(x, y) dx dy < +∞ .

2)

∫∫
R2

f(x, y) dx dy = +∞ ⇒
∫∫

R2
g(x, y) dx dy = +∞ .

Proposition 4.12 Soit f : R
2 → R une fonction continue telle que∫∫

R2

∣∣f(x, y)∣∣ dx dy < +∞ .

Alors, la suite (
dk =

∫∫
Dk

f(x, y) dx dy

)
converge et sa limite est indépendante du recouvrement régulier

(
Dk

)
k∈N

de

R
2 choisi.

Définition 4.13 Soit f : R
2 → R une fonction continue telle que∫∫
R2

∣∣f(x, y)∣∣ dx dy < +∞ .

Alors, la limite de la suite(
dk =

∫∫
Dk

f(x, y) dx dy

)
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où
(
Dk

)
k∈N

est un recouvrement régulier de R
2 est appelée l’intégrale double

de la fonction f sur R
2 et on écrit∫∫

R2
f(x, y) dx dy = lim

k→+∞
dk = lim

k→+∞

∫∫
Dk

f(x, y) dx dy .

Proposition 4.14 Linéarité. Soient f, g : R
2 → R deux fonctions continues

telles que∫∫
R2

∣∣f(x, y)∣∣ dx dy < +∞ et

∫∫
R2

∣∣g(x, y)∣∣ dx dy < +∞ .

Alors, pour tout couple α et β de R, on a∫∫
R2
(αf + βg)(x, y) dx dy = α

∫∫
R2

f(x, y) dx dy + β

∫∫
R2

g(x, y) dx dy .

Proposition 4.15 Soit f : R
2 → R une fonction continue telle que∫∫

R2

∣∣f(x, y)∣∣ dx dy < +∞

et supposons qu’à chaque α ∈ R
∗
+, on puisse associer une fonction continue

gα : R → R vérifiant les deux propriétés suivantes :

1) ∀ |y| ≤ α et x ∈ R :
∣∣f(x, y)∣∣ ≤ gα(x) ;

2) l’intégrale généralisée

∫ +∞

−∞
gα(x) dx converge.

Alors, ∫∫
R2

f(x, y) dx dy =
∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
f(x, y) dx

)
dy .

4.4 Intégrales multiples

Un sous-ensemble D de R
n est appelé un pavé fermé (dans R

2, on parle
de rectangle fermé), s’il peut s’écrire sous la forme

D = [a1, b1]× · · · × [an, bn]

où les a1, . . . , an, b1, . . . , bn sont 2n nombres réels vérifiant pour tout entier
1 ≤ k ≤ n : ak < bk.

Nous dirons que
(
Dk

)
k∈N

est une famille de pavés fermés quasi dis-
joints si pour tout couple r �= s :

D̊r ∩ D̊s = ∅ .
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Soient D = [a1, b1]× · · · × [an, bn] un pavé fermé de R
n et f : D → R une

fonction continue. Alors, le nombre réel∫ bn

an

(∫ bn−1

an−1

(
· · ·

(∫ b1

a1

f(x1, . . . , xn) dx1

)
· · ·

)
dxn−1

)
dxn

est appelé l’intégrale multiple (si n = 2, on parle d’intégrale double et
si n = 3 d’intégrale triple) de la fonction f sur le pavé fermé D et est
noté ID(f). Ce nombre ne dépend pas de l’ordre d’intégration. D’autre part,
le nombre réel positif V (D) = ID(1) est appelé le volume du pavé fermé D
(dans R

2, on parle d’aire).
A présent, soit D un ouvert borné de R

n. Alors, il existe une famille(
Dk

)
k∈N

de pavés fermés quasi disjoints dont la réunion est D. De plus, si
f : D → R est une fonction continue et bornée, la série numérique

+∞∑
k=0

IDk
(f)

est absolument convergente et sa somme est indépendante de la famille
(
Dk

)
k∈N

choisie. Par définition, cette somme est appelée l’intégrale multiple (si n = 2,
on parle d’intégrale double et si n = 3 d’intégrale triple) de la fonction f
sur D et on écrit

ID(f) =
∫

· · ·
∫
D

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn =
+∞∑
k=0

IDk
(f) .

D’autre part, le nombre V (D) = ID(1) est appelé le volume de D (dans R
2,

on parle d’aire).

Par convention : Si D ⊂ R
n est un ouvert borné et f : D → R une fonction

continue, on pose∫
· · ·

∫
D

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn =
∫

· · ·
∫
D

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn .

Maintenant, supposons que
(
Dk

)
k∈N

est un recouvrement régulier de
R
n (sect. 4.3) et f : R

n → R une fonction continue. Alors, si la suite
(
IDk

(|f |))
converge, la suite

(
IDk

(f)
)
converge aussi et sa limite est indépendante du

choix du recouvrement régulier de R
n considéré. Par définition, cette limite est

appelée l’intégrale multiple (si n = 2, on parle d’intégrale double et si
n = 3 d’intégrale triple) de la fonction f sur R

n et on écrit∫
· · ·

∫
Rn

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn = lim
k→+∞

IDk
(f) .

Pour finir, notons que tous les résultats obtenus concernant les intégrales
doubles restent valables pour les intégrales multiples.
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Changements de variables particuliers dans R
3

1) Pour les coordonnées cylindriques
x = ϕ(ρ, θ, z) = ρ cos θ
y = ψ(ρ, θ, z) = ρ sin θ

z = φ(ρ, θ, z) = z ,

on a
D(ϕ, ψ, φ, )
D(ρ, θ, z)

(ρ, θ, z) = ρ .

z

z

y

y

θ
ρ

x

x

2) Pour les coordonnées sphériques
x = ϕ(ρ, θ, γ) = ρ sinγ cos θ
y = ψ(ρ, θ, γ) = ρ sinγ sin θ

z = φ(ρ, θ, γ) = ρ cosγ ,

on a
D(ϕ, ψ, φ, )
D(ρ, θ, γ)

(ρ, θ, γ) = ρ2 sin γ .

z

z

γ

ρ

y

y

θ
x

x
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4.5 Exercices

4.1 Soit D = [0, 1]× [0, 2]. Calculer∫∫
D

y
e2x+y2

1 + ex
dx dy .

4.2 Soit D = [0, 2]× [0, 1]. Calculer∫∫
D

(x3 + 3x2y + y3) dx dy .

4.3 Soit D = [0, 1]× [
0, π

2

]
. Calculer∫∫

D

x sin y

1 + x2
dx dy .

4.4 Soit D = [0, π]× [0, 1]. Calculer∫∫
D

x sin xy dx dy .

4.5 Soit D = [0, 1]× [1, 2]. Calculer∫∫
D

y

x2 + y2
dx dy .

4.6 SoitD l’intérieur du triangle de som-
mets A = (0, 0), B = (π, 0) et C =
(π, π). Calculer∫∫

D

x cos(x+ y) dx dy .

4.7 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
0 < y < x < π

}
. Calculer∫∫

D

y2 exy dx dy .

4.8 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x > 1, y > 1, x+ y < 3

}
. Calculer∫∫

D

dx dy

(x+ y)3
.

4.9 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x > 0, y > 0, x+ y < 1

}
. Calculer∫∫

D

6x2y dx dy .

4.10 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
0 < x < y < 4x, 1 < xy < 2

}
. Calculer∫∫

D

x2y2 dx dy .

4.11 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
0 < x < y < 2x, xy < 4, x2 + y2 > 4

}
.

Calculer ∫∫
D

x2y dx dy .

4.12 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :

1 < x <
√
2, 0 < xy < 1, x2+y2 > 2

}
.

Calculer ∫∫
D

xy2 dx dy .

4.13 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
0 < y < x, x+ y − 2 < 0

}
. Calculer∫∫

D

∣∣(x− y)(x+ y − 2)
∣∣ dx dy .

4.14 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x < y, y > x2

}
. Calculer∫∫

D

x sin y dx dy .

4.15 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
1 < xy < 2, x2 < y < 2x2

}
. Calculer∫∫

D

(x3 + y3) dx dy .

4.16 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x > 1, 4 < xy < 8, 4x − y − 4 < 0

}
.

Calculer ∫∫
D

dx dy√
xy

.

4.17 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + y2 < 1, x > 1√

2

}
. Calculer

∫∫
D

(x− y) dx dy .

4.18 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x(lnx− 1) + 1 < y < lnx

}
. Calculer∫∫

D

x dx dy .
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4.19 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
1 < x2 + y2 < 4

}
. Calculer∫∫

D

sin(x2 + y2)

2 + cos(x2 + y2)
dx dy .

4.20 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
1 < (x− 2)2 + y2 < 4, y > 0

}
. Calculer∫∫

D

cos(x2 + y2 − 4x+ 4) dx dy .

4.21 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + y2 < 4, y > 1

}
. Calculer∫∫

D

y2

x2 + y2
dx dy .

4.22 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + y2 < 36, x > 3

}
. Calculer∫∫

D

x(
x2 + y2

)2
dx dy .

4.23 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + y2 < 1, x+ y > 1

}
. Calculer∫∫

D

dx dy(
x2 + y2

)2 .

4.24 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + y2 − 2x < 0, x > 1

}
. Calculer∫∫

D

dx dy(
x2 + y2

)2
.

4.25 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + y2 − 2x < 0

}
. Calculer∫∫

D

xy(x2 + y2) dx dy .

4.26 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
1 < x2 + y2 < 4, 0 < y < x

}
. Calculer∫∫

D

y2 cos(x2 + y2)

x2
dx dy .

4.27 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
16 x2 + 9y2 < 144, 0 < y < x

}
.

Calculer ∫∫
D

x dx dy .

4.28 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
9x2 + 4y2 < 36, x > 0, y > 0

}
.

Calculer ∫∫
D

x2y4 dx dy .

4.29 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
4(x− 1)2 + 9(y − 1)2 < 36, y > 1,
x− y > 0

}
. Calculer∫∫

D

xy dx dy .

4.30 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
9(x−2)2+25 (y+1)2 < 225, y < x−3,
y > −x+ 1

}
. Calculer∫∫

D

(x− 2)(y + 1)2 dx dy .

4.31 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :

x2+y2 < 3
√

x2 + y2 −3x, x+y > 0
}
.

Calculer ∫∫
D

dx dy√
x2 + y2

.

4.32 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :

x2 + y2 < 2
(√

x2 + y2 + x
)}

. Calculer∫∫
D

dx dy

4
√(

x2 + y2
)3

.

4.33 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
3x2 + y2 − 2y < 2, 0 < y − 1 < x

}
.

Calculer ∫∫
D

x(y − 1)2 dx dy .

4.34 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :

0 < 1
2x

< y <
√

1− x2

4

}
. Calculer∫∫

D

(x2 + 4y2) dx dy .

4.35 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + y2 < 1, 0 < y < x

}
. Calculer∫∫

D

(x2 + y2) Arctg
y

x
dx dy .
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4.36 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + y2 < 1, 0 < y < x

}
. Calculer∫∫

D

(
x2 +

y2

9

)
sin

(
2Arctg

y

3x

)
dx dy .

4.37 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :

0 < x <
√
2, 0 < y <

√
2
3

}
. Calculer∫∫

D

dx dy√(
1

3
+ x2 + y2

)3
.

4.38 Soient r > 0 et D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2 + y2 − rx < 0

}
. Calculer∫∫

D

√
r2 − x2 − y2 dx dy .

4.39 1) Vérifier que pour tout r > 0 :∫∫
B(0,r)

e−(x2+y2) dx dy

≤ 4

(∫ r

0

e−t2 dt

)2

≤
∫∫

B(0,2r)

e−(x2+y2) dx dy .

2) En déduire que∫ +∞

0

e−t2 dt =

√
π

2

4.40 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
1
2

< x + y < 1, x > 0, y > 0
}
. En

effectuant le changement de variables

x =
u+ v

2
et y =

u− v

2
,

calculer ∫∫
D

e
(

x−y
x+y )

dx dy .

4.41 SoitD = ]0, 1[×]0, 1[. En effectuant
le changement de variables

x = u2 et y =
v

u
,

calculer ∫∫
D

dx dy

(1 + x)(1 + xy2)
.

4.42 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x < y < 2x, x < y2 < 2x

}
. En effec-

tuant le changement de variables

u =
x

y
et v =

y2

x
,

calculer ∫∫
D

y

x
dx dy .

4.43 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x2+xy+y2 < 1, y > 0

}
. En effectuant

le changement de variables

u = x+
y

2
et v =

√
3

2
y ,

calculer ∫∫
D

ex2+xy+y2
dx dy .

4.44 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x − 1 < y2 < x, 0 < y < 2 − x

}
. En

effectuant le changement de variables

u =
y

2− x
et v = y2 − x ,

calculer∫∫
D

y2(2 + 2y2 − x)

(2− x)4
dx dy .

4.45 Soit D =
{
(x, y) ∈ R

2 :

0 <
√
2 y < x, 1 < x2 − y2 < 4

}
. En

effectuant le changement de variables

u = x2 − y2 et v =
y

x
,

calculer∫∫
D

y

x3
sin π

(
1− y2

x2

)
dx dy .

4.46 En effectuant le changement de va-
riables

x = µ et y = µ tg θ ,

calculer

lim
t→0+

∫ 1

t

(∫ 1

0

x2 − y2(
x2 + y2

)2 dy

)
dx .
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Calculer

4.47

∫ 1

0

dx

∫ 3√x

√
x

(1 + y6) dy .

4.48

∫ 1

0

dx

∫ 1

x2
xy ey3

dy .

4.49

∫ 2

0

dx

∫ √
4−x2

0

√(
4− y2

)3
dy .

4.50

∫ 1

0

dy

∫ √
1−y2

0

y√
1 + x2 + y2

dx .

4.51

∫ 1√
2

0

dy

∫ √
1−y2

y

ln(1+x2+y2) dx .

4.52

∫ 1√
2

0

dy

∫ √
1−y2

y

√
1− x2 dx .

4.53 α > 0.∫ 2α

0

dx

∫ √
2αx−x2

0

(x2 + y2) dy .

4.54 ∫ 1

1√
2

dx

∫ x

√
1−x2

x2 − y2

x2 + y2
dy

+

∫ √
2

1

dx

∫ x

0

x2 − y2

x2 + y2
dy

+

∫ 2

√
2

dx

∫ √
4−x2

0

x2 − y2

x2 + y2
dy .

Calculer l’aire de

4.55 D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
y2−6x < 0, x−y < 12, x2+y2 > 16

}
.

4.56 D =
{
(x, y) ∈ R

2 :
x < 0, y2 < x4(x+ 4)

}
.

4.57 Soit r > 0. Calculer l’aire du do-
maine D délimité par la cardiöıde
ρ(θ) = 2r(1 + cos θ).

4.58 Soit a > 0. Calculer l’aire du do-
maine D délimité par la lemniscate
ρ|θ| = a

√| cos 2θ|.

4.59 D =
{
(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 < 4
}

et f : R → R
∗
+ une fonction continue.

Calculer∫∫
D

2f(x) + 5f(y)

f(x) + f(y)
dx dy .

4.60 Soient D ⊂ R
2 un ouvert borné et

f, g : D → R deux fonctions continues
et bornées. Montrer que(∫∫

D

fg(x, y) dx dy

)2

=

∫∫
D

f2(x, y) dx dy

∫∫
D

g2(x, y) dx dy

si et seulement si f et g sont linéaire-
ment dépendantes.

4.61 Soient D ⊂ R
2 un ouvert borné

et f, g : D → R deux fonctions conti-
nues et bornées. Montrer que pour tout
couple de nombres réels p, q > 1 véri-
fiant 1

p
+ 1

q
= 1, on a∫∫

D

|fg|(x, y) dx dy

≤ p

√∫∫
D

|f |p(x, y) dx dy

× q

√∫∫
D

|g|q(x, y) dx dy .

Cette relation est appelée l’inégalité
de Hölder . Lorsque p = q = 2, il
est d’usage de l’appeler l’inégalité de
Cauchy-Schwarz .

4.62 Soient D ⊂ R
2 un ouvert borné

et f, g : D → R deux fonctions conti-
nues et bornées. Montrer que pour tout
p ∈ [1,+∞[ :

p

√∫∫
D

∣∣f + g
∣∣p(x, y) dx dy ≤

≤ p

√∫∫
D

∣∣f ∣∣p(x, y) dx dy

+
p

√∫∫
D

∣∣g∣∣p(x, y) dx dy .

Cette relation est appelée l’inégalité
de Minkowski .
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4.63 Soient D = [−1, 1] × [−1, 1] et f :
[−2, 2] → R une fonction continue et
paire. Montrer que∫∫

D

f(x−y) dx dy = 2

∫ 2

0

(2−t)f(t) dt .

4.64 Soient f : R
2 → R une fonction

continue et F : R
2 → R la fonction dé-

finie par

F (x, y) =

∫ x

0

dr

∫ y

0

f(r, s) ds .

Vérifier que pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂2F

∂x∂y
(x, y) =

∂2F

∂y∂x
(x, y) = f(x, y) .

Calculer

4.65

∫∫
R2

ln(1 + x2 + y2)(
1 + x2 + y2

)2
dx dy .

4.66

∫∫
R2

dx dy

(1 + x2)(1 + y2)
.

4.67

∫∫
R2

dx dy

(1 + x4)(1 + y4)
.

4.68

∫∫
R2

e−x2

1 + y2
dx dy .

4.69

∫∫
R2

e−(x2+y2) cos(x2 + y2) dx dy .

4.70∫∫
R2

1 + y2

(1 + y4)
(
1 +

(
1 + y2

)2
x2

) dx dy.

4.71

∫∫∫
D

dx dy dz

(x+ y + z + 1)2

où D est l’intérieur du tétraède de
sommets (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) et
(0, 0, 1).

4.72

∫∫∫
D

(x2 + y2) dx dy dz

où D est l’intérieur du tétraède de
sommets (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0) et
(0, 0, 1).

4.73 Soit D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :
1 < x2 + y2 + z2 < 4

}
. Calculer∫∫∫

D

dx dy dz√
x2 + y2 + z2

.

4.74 Soit D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2 + y2 + z2 < 1

}
. Calculer∫∫∫

D

dx dy dz√
(x− 2)2 + y2 + z2

.

4.75 Soit D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2 + y2 < 1, x2 + y2 + z2 < 4,
z > 0

}
. Calculer∫∫∫

D

z dx dy dz .

4.76 Soit D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :
0 < z < 4− x2 − y2

}
. Calculer∫∫∫

D

z dx dy dz .

4.77 Soit D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x+ y + z < 2, x2 + y2 < 1,
z > 0

}
. Calculer∫∫∫

D

√
x2 + y2 dx dy dz .

4.78 Soit D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2 + y2 < z2, 0 < z < 3

}
. Calculer∫∫∫

D

z(x2 + y2) dx dy dz .

4.79 Soit D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2+y2 < 2z, x2+y2+z2 < 3

}
. Calculer∫∫∫

D

(x+ y + z)2 dx dy dz .

4.80 Soit D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :

x, y > 0, 2 < x2 + y2 < 2
√
2(x+ y),

0 < z < x+ y
}
. Calculer∫∫∫
D

dx dy dz

x2 + y2
.

4.81 Calculer le volume d’un cylindre.

4.82 Calculer le volume d’une sphère.

4.83 Calculer le volume d’un ellipsöıde.

4.84 Calculer le volume de l’ellipsöıde
d’équation x2 + 4y2 + 9z2 = 36.
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4.85 Soit α > 0. Calculer le volume
commun aux deux cylindres d’équa-
tion respective

x2 + y2 = α2 et x2 + z2 = α2 .

4.86 Soit α > 0. Calculer le volume com-
mun à l’intérieur du cylindre d’équa-
tion x2 + y2 = α2 et l’intérieur de la
sphère de centre l’origine et de rayon
2α.

4.87 Calculer le volume du domaine
délimité par l’intérieur du cylindre
d’équation (x − 1)2 + y2 = 1 et l’in-
térieur de la sphère de centre l’origine
et de rayon 2.

4.88 Calculer le volume du domaine dé-
limité par l’extérieur du cône d’équa-
tion x2 + y2 = z2 et l’intérieur de la
sphère de centre l’origine et de rayon
r > 0.

4.89 Calculer le volume de

D ={
(x, y, z) ∈ R

3 : z2 <
x2

4
+

y2

9
< 2z

}
.

4.90 En coordonnées cartésiennes, le
centre de gravité G d’un solide ho-
mogène D de densité σ > 0 est donné
par

xG =
Tx

M
, yG =

Ty

M
et zG =

Tz

M

où

Tx =

∫∫∫
D

xdx dy dz ,

Ty =

∫∫∫
D

y dx dy dz ,

Tz =

∫∫∫
D

z dx dy dz

et

M = σ

∫∫∫
D

dx dy dz .

Trouver les coordonnées (xG, yG , zG)
pour le solide de révolution

D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :

x2 + y2 < z <
√
2− x2 − y2

}
.

4.91 Soit r > 0 et désignons par Vn(r)
le volume de la boule ouverte Bn(0, r)
dans R

n. Montrer, en utilisant l’induc-
tion, que pour tout entier n ≥ 2 :
Vn(r) = αnr

n avec

αn =



2π

n
· 2π

n− 2
· . . . · 2π

2
si n est pair

2π

n
· 2π

n− 2
· . . . · 2π

3
· 2

si n est impair.

Calculer V4(2) et V5(3).





Solutions des exercices du chapitre 1

Espace R
n

1.1 1) Pour commencer, supposons que
∣∣〈x,y〉∣∣ = ‖x‖ ‖y‖. Puisque ‖x‖ �= 0,

on obtient, en posant λ = 〈x,y〉
‖x‖2 ,

∥∥λx − y
∥∥2 =

n∑
k=1

(
λxk − yk

)2 = λ2‖x‖2 − 2λ〈x,y〉 + ‖y‖2 = 0 .

D’où y = λx. De plus λ �= 0 car y �= 0. La réciproque est évidente.

2) D’une part,
∥∥x+ y

∥∥2 =
n∑

k=1

(
xk + yk

)2 =
∥∥x∥∥2 + 2

〈
x,y

〉
+

∥∥y∥∥2
.

D’autre part,
∥∥x+ y

∥∥2 =
(‖x‖ + ‖y‖)2 =

∥∥x∥∥2 + 2‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 .

Ainsi, 〈
x,y

〉
= ‖x‖ ‖y‖ ;

ce qui entrâıne, d’après 1), qu’il existe un scalaire λ �= 0 tel que y = λx. De
plus, puisque λ‖x‖2 =

〈
x,y = λx

〉
= |λ| ‖x‖2 et ‖x‖ �= 0, on a bien λ > 0.

1.2
‖x− z‖

1 + ‖x − z‖ = 1− 1
1 + ‖x − z‖ ≤ 1− 1

1 + ‖x− y‖+ ‖y − z‖
=

‖x− y‖ + ‖y − z‖
1 + ‖x − y‖+ ‖y − z‖ ≤ ‖x − y‖

1 + ‖x− y‖ +
‖y − z‖

1 + ‖y − z‖ .

1.3 En effet, d’après l’inégalité triangulaire inverse, pour tout entier k ∈ N :∣∣‖xk‖ − ‖x‖∣∣ ≤ ‖xk − x‖ .

1.4 1) E̊ = E, E = R × [0, 1] et ∂E = R × {0, 1}.
2) E̊ = E ⇒ E ouvert.

1.5 1) E̊ = E, E =
{
(x, y)) ∈ R

2 : x2 ≤ y ≤ x
}
et ∂E =

{
(x, x) ∈ R

2 : 0 ≤
x ≤ 1

} ∪ {
(x, x2) ∈ R

2 : 0 ≤ x ≤ 1
}
.

2) E̊ = E ⇒ E ouvert.

1.6 1) E̊ = ∅, E = ∂E = E.
2) E = E ⇒ E fermé.
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1.7 1) E̊ = ∅, E = ∂E = E ∪ {
(0, 0)

}
.

2) E̊ �= E �= E ⇒ E n’est ni ouvert ni fermé.

1.8 1) Non. En effet, soit a =
(

1
2 ,

1
2

) ∈ E et δ > 0. Puisque Q est dense dans
R, il existe deux irrationnels r et s vérifiant

∣∣r − 1
2

∣∣ < δ√
2
et

∣∣s − 1
2

∣∣ < δ√
2
.

Ainsi, (r, s) ∈ B(a, δ) et (r, s) /∈ E.
2) Non. En effet,

(
xk = ( 1

k+2 ,
1

k+2 )
)
est une suite d’éléments de E qui converge

vers (0, 0) /∈ E.
3a) E̊ = ∅. En effet, soit a = (a1, a2) ∈ E et δ > 0. Alors,

b =

a1 +
π[π

δ

]
+ 1

, a2

 /∈ E et b ∈ B(a, δ) .

3b) Posons

A =
{(

n+
1
p
,m+

1
q

)
: n, m ∈ Z et p, q ∈ N

∗
}

et montrons que E = A. Puisque l’inclusion A ⊂ E est évidente, on va démon-
trer l’inclusion inverse. Soit (x, y) ∈ A. Ecrivons x = [x] + x1 et y = [y] + y1. Il
nous suffit donc de vérifier que

x1, y1 ∈ B =
{
1
k
: k ∈ N \ {0, 1}

}
∪ {0} .

Pour commencer, prouvons ce résultat pour x1. Pour cela, raisonnons par l’ab-
surde et supposons que x1 /∈ B. Alors, en posant α = min

{
x− [x], [x] + 1− x

}
et β = min

{
1

k1−1 − x1, x1 − 1
k1

}
avec k1 = min

{
k ∈ N : kx1 > 1

}
, on obtient

que pour δ = min
{
α, β

}
> 0, il n’existe aucun élément

(
n + 1

p , m + 1
q

)
de E

tel que √(
x− n− 1

p

)2

+
(
y −m− 1

q

)2

< δ ;

ce qui revient à dire que (x, y) /∈ E . D’où contradiction. De façon analogue,
on démontre que y1 ∈ B.

3c) ∂E = E̊ ∪ ∂E = E =
{(

n+
1
p
, m+

1
q

)
: n, m ∈ Z et p, q ∈ N

∗
}

.

1.9 1) Soit b ∈ B(a, r) et posons δ = r−‖b−a‖ > 0. Alors,B(b, δ) ⊂ B(a, r).
En effet,

x ∈ B(b, δ) ⇒ ‖x− a‖ ≤ ‖x− b‖+ ‖x − a‖ < r .

Soit c ∈ {
x ∈ R

n : ‖x − a‖ > r
}
et posons δ = ‖c − a‖ − r > 0. Alors,

B(c, δ) ⊂ {
x ∈ R

n : ‖x− a‖ > r
}
. En effet,

y ∈ B(c, δ) ⇒ ‖y − a‖ ≥ ‖c− a‖ − ‖y − c‖ > r .

Par conséquent B(a, r) et
{
x ∈ R

n : ‖x − a‖ > r
}
sont des ouverts.
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2) Il découle de 1) que ∂B(a, r) ⊂ {
x ∈ R

n : ‖x − a‖ = r
}
. Montrons à

présent l’inclusion inverse. Pour cela, soit d ∈ {
x ∈ R

n : ‖x − a‖ = r
}
et

δ > 0. Alors, en posant d1 = d − β
2r (d − a) avec β = min{r, δ}, on obtient

‖d1 − a‖ = (1 − β
2r )‖d − a‖ < r. D’où d1 ∈ B(a, r) ∩B(d, δ). Comme de plus

d /∈ B(a, r), on a bien d ∈ ∂B(a, r).
3) B(a, r) = B(a, r) ∪ ∂B(a, r) =

{
x ∈ R

n : ‖x− a‖ ≤ r
}
.

1.10 1) Si E = E, E est fermé car E l’est. Réciproquement,

E fermé ⇒ R
n \ E ouvert⇒

◦
(Rn \ E)= R

n \ E ⇒ E = R
n\

◦
(Rn \ E)= E .

2) Soit F un fermé contenant E. Alors, E ⊂ F . En effet,

x ∈ E ⇒ ∀ δ > 0 : ∅ �= B(x, δ) ∩ E ⊂ B(x, δ) ∩ F ⇒ x ∈ F = F .

1.11 Pour commencer, montrons que E ∪ F ⊂ E ∪ F . En effet,

a ∈ E ∪ F ⇒ ∀ δ > 0 : B(a, δ) ∩ E �= ∅ ou ∀ δ > 0 : B(a, δ) ∩ F �= ∅
⇒ ∀ δ > 0 : B(a, δ) ∩ (E ∪ F ) �= ∅ ⇒ a ∈ E ∪ F .

Montrons à présent que E ∪ F ⊂ E ∪F . Pour cela, raisonnons par l’absurde et
supposons qu’il existe b ∈ E ∪ F avec b /∈ E ∪ F . Alors, il existe au moins un
δ > 0 pour lequel

B(b, δ) ∩E = ∅ et B(b, δ) ∩ F = ∅ ⇒ B(b, δ) ∩ (E ∪ F ) = ∅ ⇒ b /∈ E ∪ F .

D’où contradiction.

1.12 En effet,

a ∈ E ∩ F ⇒ ∀ δ > 0 : B(a, δ) ∩ (E ∩ F ) �= ∅
⇒ ∀ δ > 0 : B(a, δ) ∩ E �= ∅ et B(a, δ) ∩ F �= ∅
⇒ a ∈ E et a ∈ F ⇒ a ∈ E ∪ F .

Non. Comme contre-exemple, prendre

E =
{
(x, y) ∈ R

2 : y > 0
} ∪ {(0, 0)} et F =

{
(x, y)) ∈ R

2 : y < 0
} ∪ {

(0, 0)
}
.

1.13 F est le plus petit fermé qui contient F (ex. 1.10) et E est un fermé qui
contient E donc F . Par conséquent F ⊂ E.

1.14 Soit a ∈ E ∩ A. D’une part, puisque a ∈ A et A ouvert, il existe δ > 0
tel que B(a, δ) ⊂ A. D’autre part, B(a, δ) ∩ E �= ∅ car a ∈ E. Par conséquent
∅ �= B(a, δ) ∩ E ⊂ A ∩ E.

1.15 Puisque E est borné, il existe M ≥ 0 tel que x ∈ E implique ‖x‖ ≤ M .
Supposons à présent que a ∈ E. Comme B(a, 1) ∩ E �= ∅, désignons par b un
de ses éléments. Ainsi, ‖a‖ ≤ ‖a − b‖ + ‖b‖ ≤ 1 +M . Autrement dit, E est
bornée.
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1.16 1) E = R
n\

◦
(Rn \ E)= R

n ∩ (
R
n\

◦
(Rn \ E)

)
=

(
E̊ ∪ (

R
n \ E̊

)) ∩ (
R
n\

◦
(Rn \ E)

)
=

(
E̊ ∩ E

) ∪((
R
n \ E̊

) ∩ (
R
n\

◦
(Rn \ E)

))
= E̊ ∪ ∂E .

2) Si ∂E = ∅, on sait, d’après 1), que E = E̊ ; ce qui entrâıne que E est à la
fois ouvert et fermé. Par conséquent E = R

n ou ∅.
1.17 Soit

(
Ek

)
k∈Ω

une famille de sous-ensembles ouverts. Posons

E =
⋃
k∈Ω

Ek .

Si a ∈ E, il existe au moins un k0 ∈ Ω tel que a ∈ Ek0 . Ainsi, Ek0 étant ouvert,
il existe r > 0 pour lequel B(a, r) ⊂ Ek0 ⊂ E.

1.18 Soient E1, . . . , Em m sous-ensembles ouverts. Posons

E =
m⋂
k=1

Ek .

Si a ∈ E, tous les Ek étant ouverts, à chaque entier 1 ≤ k ≤ m, on peut associer
rk > 0 tel que B(a, rk) ⊂ Ek. Ainsi, en posant r = min{r1, . . . , rm}, on obtient
B(a, r) ⊂ E.

1.19 Contre-exemple :
+∞⋂
k=1

B

(
0,

1
k

)
= {0} est fermé.

1.20 Soient F1, . . . , Fm m sous-ensembles fermés. Puisque

R
n \

m⋃
k=1

Fk =
m⋂
k=1

(
R
n \ Fk

)
est ouvert (ex. 1.18),

m⋃
k=1

Fk est fermé.

1.21 Contre-exemple :
+∞⋃
k=2

B

(
0, 1− 1

k

)
= B(0, 1) est ouvert.

1.22 Soit
(
Fk

)
k∈Ω

une famille de sous-ensembles fermés. Puisque

R
n \

⋂
k∈Ω

Fk =
⋃
k∈Ω

(Rn \ Fk)

est ouvert (ex. 1.17),
⋂
k∈Ω

Fk est fermé.

1.23 Puisque E̊ ⊂ E (ex. 1.13), on a

∂E̊ = E̊ ∩ (
R
n \ E̊

) ⊂ E ∩ (
R
n \ E̊

)
= ∂E .

Non. Contre-exemple : E = B(0, 1) ∪ {
(x, 0) ∈ R

2 : |x| > 1
}
.
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1.24 Découle de la définition du bord. En effet, ∂F est l’ensemble des élé-
ments de R

n qui n’appartiennent ni à l’intérieur de F ni à celui de son complé-
mentaire.

1.25 Si x ∈ ∂E, à chaque entier k > 0, on peut associer un élément ak de
E∩B

(
x, 1

k

)
et un élément bk de (Rn \E)∩B

(
x, 1

k

)
. Par construction, les deux

suites
(
ak

)
et

(
bk

)
convergent vers x.

Réciproquement, supposons qu’il existe une suite
(
ck

)
d’éléments de E et une

suite
(
dk

)
d’éléments de R

n \ E qui convergent toutes les deux vers x. Alors,
pour tout r > 0 :

E ∩B(x, r) �= ∅ et (Rn \ E) ∩B(x, r) �= ∅ ;

ce qui revient à dire que x ∈ ∂E.

1.26 On va commencer par démontrer que ∂(E∪F ) ⊂ ∂E∪∂F . Si x ∈ ∂(E∪
F ), il existe une suite (ak) d’éléments de E ∪ F et une suite

(
bk

)
d’éléments

de R
n \ (E ∪F ) qui convergent toutes les deux vers x. Comme de plus, l’un au

moins des deux sous-ensembles {k ∈ N : ak ∈ E} ou {k ∈ N : ak ∈ F} contient
un nombre infini d’entiers naturels, de la suite

(
ak

)
, on peut extraire une sous-

suite
(
akp

)
qui est : soit contenue dans E soit contenue dans F . Finalement,

puisque
lim

p→+∞ akp = lim
p→+∞bkp = x

et que la suite
(
bkp

)
est contenue dans R

n \ (E ∪ F ) = (Rn \ E) ∩ (Rn \ F ),
on a x ∈ ∂E ∪ ∂F .
Montrons à présent l’inclusion inverse, à savoir : ∂E ∪ ∂F ⊂ ∂(E ∪ F ). Pour
cela, on va commencer par démontrer que ∂E ⊂ ∂(E ∪ F ). Si x ∈ ∂E, puisque
∂E ⊂ E et E ∩F = ∅, on a x /∈ F ; ce qui entrâıne l’existence d’un r > 0
tel que B(x, r) ∩ F = ∅. D’autre part, il existe une suite (

ck
)
d’éléments de E

(donc de E ∪F ) et une suite
(
dk

)
de (Rn \E)∩B(x, r) (donc de R

n \ (E ∪F )
car B(x, r) ∩ F = ∅) qui convergent toutes deux les vers x. Par conséquent
x ∈ ∂(E ∪ F ). De façon analogue, on démontre que ∂F ⊂ ∂(E ∪ F ).
Supposons à présent que E ∩ F �= ∅. Puisque dans la démonstration de l’inclu-
sion ∂(E∪F ) ⊂ ∂E∪∂F , on n’utilise pas l’hypothèse E∩F = ∅, cette inclusion
reste vraie si E ∩ F �= ∅. Par contre, l’inclusion inverse peut être fausse. En
effet, comme contre-exemple, il suffit de prendre a ∈ R

n et 0 < r1 < r2 et de
poser E = B(a, r1) et F = B(a, r2).

1.27 Pour commencer, on va supposer que E est fermé. Alors, si (xk) est une
suite d’éléments de E qui converge x, on a x ∈ E = E.
Montrons à présent la réciproque. Pour cela, il nous suffit de démontrer que
E ⊂ E. En effet, si x ∈ E, il existe une suite

(
xk

)
d’éléments de E qui converge

vers x. Or, par hypothèse, x ∈ E.

1.28 Soit
(
ck
)
est une suite déléments de [a, b] qui converge vers c. Alors,

c ∈ [a, b] et, grâce à la continuité de la fonction f , lim
k→+∞

f(ck) = f(c).

Pour conclure, il suffit d’utiliser l’exercice précédent.
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1.29 1) Soit a un point d’accumulation de E. Alors, il découle de la définition
de a et de celle de E, que a ∈ E.
2) Pour cela, raisonnons par l’absurde, et supposons que a est un point d’ac-
cumulation de E et que E ne possède qu’un nombre fini d’éléments. Alors,
en posant r = min

{‖x − a‖ : x ∈ E et x �= a
}
, on obtient r > 0 et

E ∩B(a, r) ⊂ {a}. D’où contradiction.
3) Pour cela, raisonnons de nouveau par l’absurde et supposons que E possède
une infinité d’éléments. Alors, E contient un sous-ensemble {xk : k ∈ N} dont
tous les éléments sont distincts. Puisque E est borné, la suite

(
xk

)
l’est aussi.

Ainsi, grâce au théorème de Bolzano-Weierstrass, on sait que de
(
xk

)
on peut

extraire une sous-suite
(
xkp

)
qui converge. Puisque tous les xkp sont distincts,

sa limite est un point d’accumulation de E. D’où contradiction.
D’une manière générale, si E n’est pas borné, le résultat est faux. Il suffit de
prendre comme contre-exemple E =

{
(n, 0) : n ∈ N

}
.

4) Pour commencer, supposons que E est fermé et qu’il possède un point d’ac-
cumulation a. Alors, d’après 1), a ∈ E = E.
Réciproquement, supposons que E contienne tous ses points d’accumulation et
soit

(
yk

)
une suite d’éléments de E qui converge vers y ∈ R

n. Alors, ou bien
y est un point d’accumulation de E ou bien il existe k0 ∈ N tel que pour tout
entier k ≥ k0 : yk = y. Dans les deux cas y ∈ E. Par conséquent E est fermé.

1.30 En effet, E est borné car pour tout x ∈ E : ‖x‖ ≤ max
{‖a1‖, . . . , ‖ap‖

}
et, puisque chacun des {ak} est fermé,

E = {a1, . . . ,ap} =
p⋃

k=1

{ak} l’est aussi.

1.31 D’après l’exercice précédent,

E =
{
(−1, 0), (0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, 0), (4, 0), (5, 0), (6, 0)} est compact.

1.32 D’après l’exercice 1.30, E =
{
(1,−1), (1, 0), (1, 1)} est compact.

1.33 Puisque E est borné, E est fermé et borné (ex. 1.15) donc compact.

1.34 Raisonnons par l’absurde et supposons que
⋂
k∈Ω

Ek = ∅. Alors,

E ⊂ R
n = R

n \
⋂
k∈Ω

Ek =
⋃
k∈Ω

(
R
n \ Ek

)
.

Ainsi, puisque E est compact, on sait, d’après le théorème de Heine-Borel-
Lebesgue, qu’il existe un sous-ensemble fini Ω0 de Ω tel que

E ⊂
⋃

k∈Ω0

(
R
n \ Ek

)
= R

n \
⋂

k∈Ω0

Ek ;

ce qui est impossible car ∅ �= ⋂
k∈Ω0

Ek ⊂ E. D’où contradiction.
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1.35 En utilisant l’exercice précédent, on sait que
⋂
k∈N

Ek �= ∅ et soit a et b

deux éléments de cette intersection. Puisque lim
k→+∞

σk = 0 et pour tout entier

k : ‖a− b‖ ≤ σk, on a : a = b.

1.36 Puisque E est fermé, il nous suffit de montrer que E est borné. En effet,
si x ∈ E, il existe un entier 1 ≤ k0 ≤ n tel que x ∈ B

(
ak0 ,

1
k0

)
. Ainsi, en

utilisant l’inégalité triangulaire inverse,

‖x‖ < ‖ak0‖+
1
k0

≤ max
{‖ak‖ : k = 1, . . . , n

}
+ 1 .

1.37 Posons σ = inf
{‖x − y‖ : x ∈ E et y ∈ F

}
. Alors, il existe une suite(

xk

)
d’éléments de E et une suite

(
yk

)
d’éléments de F telles que

σ = lim
k→+∞

‖xk−yk‖ .

D’une part, E étant compact, de la suite
(
xk

)
on peut extraire une sous-

suite
(
xkp

)
qui converge vers un élément a de E. D’autre part, la suite

(
ykp

)
étant bornée (car ‖ykp‖ ≤ ‖xkp‖ +

∥∥xkp−ykp

∥∥), on sait, d’après le théorème
de Bolzano-Weierstrass, que l’on peut en extraire une sous-suite

(
ykpq

)
qui

converge vers b. De plus, b ∈ F = F . Finalement, grâce à la continuité de la
fonction f(x) = ‖x‖,

‖a− b‖ = lim
q→+∞

∥∥xkpq
−ykpq

∥∥ = lim
k→+∞

‖xk−yk‖ = σ .

1.38 En effet, soient a, b ∈ B(c, r). Alors, l’application γ : [0, 1] → B(c, r)
définie par γ(t) = bt + (1 − t)a est un chemin de B(c, r) d’origine a et d’ex-
trémité b.

1.39 Puisque
⋂
k∈Ω

Ek �= ∅, cette intersection contient au moins un élément c.

Soient a,b ∈ E =
⋃
k∈Ω

Ek. Alors, il existe k1, k2 ∈ Ω tels que a ∈ Ek1 et b ∈ Ek2 .

Les deux sous-ensembles Ek1 et Ek2 étant connexes par arcs, les deux points a
et c peuvent être joints par un chemin γ1 de Ek1 d’origine a et d’extrémité c,
tandis que les deux points c et b peuvent être joints par un chemin γ2 de Ek2

d’origine c et d’extrémité b. Ainsi, l’application γ : [0, 1] → E définie par

γ(t) =

{
γ1(2t) si t ∈ [

0, 1
2

]
γ2(2t− 1) si t ∈ ]

1
2 , 1

]
est un chemin de E d’origine a et d’extrémité b.

1.40 Pour commencer, on va démontrer que Imγ est connexe par arcs. En
effet, soient a, b deux éléments de Imγ. Alors, puisqu’il existe t1, t2 ∈ [0, 1]
tels que γ(t1) = a et γ(t2) = b, l’application γ1 définie par

γ1(t) = γ
(
t1 + t(t2 − t1)

)
est un chemin de Imγ d’origine a et d’extrémité b.
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Montrons à présent que Imγ est compact. Pour cela, soit
(
xk

)
une suite d’élé-

ments de Imγ. Alors, il existe une suite
(
tk
)
d’éléments de [0, 1] telle que pour

tout k ∈ N : xk = γ(tk). Comme la suite
(
tk
)
est bornée, on sait, d’après le théo-

rème de Bolzano-Weierstrass, que l’on peut en extraire une sous-suite
(
tkp

)
qui

converge. De plus, sa limite t appartient à [0, 1] ; ce qui nous permet d’écrire,
en utilisant la continuité de la fonction γ, que la sous-suite

(
xkp = γ(tkp)

)
converge vers γ(t).

1.41 Pour commencer, on va démontrer que E est connexe par arcs. Si a,
b ∈ E, E ∪F étant connexe par arcs, il existe un chemin γ1 de E ∪F d’origine
a et d’extrémité b et posons

r = sup
{
t ∈ [0, 1] : γ1

(
[0, t]

) ⊂ E
}

et s = inf
{
t ∈ [0, 1] : γ1

(
[t, 1]

) ⊂ E
}
.

Ainsi, il résulte de la définition de r et s, de la continuité de la fonction γ1 et
du fait que E est fermé, que γ1

(
[0, r]

)
et γ1

(
[s, 1]

)
sont inclus tous les deux

dans E.

1) r = 1. L’application γ1 est un chemin de E.

2) r �= 1. Alors, 0 ≤ r < s ≤ 1 et montrons que γ1(r), γ1(s) ∈ F . En effet,
il découle de la définition de r et s l’existence de deux suites

(
rk
)
et

(
sk

)
de [r, s] qui convergent respectivement vers r et s et telles que pour tout
entier k ≥ 0 : γ1(rk), γ1(sk) ∈ F . La continuité de la fonction γ1 et le fait
que F est fermé, nous permet de conclure. On a ainsi démontré que γ1(r),
γ1(s) ∈ E ∩ F . Puisque cette intersection est par hypothèse connexe par
arcs, il existe un chemin γ2 de E ∩ F d’origine γ1(r) et d’extrémité γ1(s).
Par conséquent l’application γ : [0, 1] → E définie par

γ(t) =


γ1(t) si t ∈ [0, r] ∪ [s, 1]

γ2

(
t− r

s− r

)
si t ∈ [r, s]

est un chemin de E d’origine a et d’extrémité b.

La connexité par arcs de F se démontre de façon analogue.

1.42 Raisonnons par l’absurde et supposons que E n’est pas connexe. Alors,
il existe deux ouverts A et B tels que

E = A1 ∪B1 et A1 ∩B1 = ∅

avec A1 = E ∩ A �= ∅ et B1 = E ∩B �= ∅. Par conséquent A2 = E ∩A �= ∅ et
B2 = E ∩B �= ∅ (ex.1.14) et de plus

E = A2 ∪B2 et A2 ∩B2 = ∅ ;

ce qui est impossible car E est connexe. D’où contradiction.

D’une manière générale, le réciproque est fausse. Contre-exemple : E = [0, 1[∪
]1, 2] n’est pas connexe mais E = [0, 1] l’est (ex. 1.44).
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1.43 Raisonnons par l’absurde et supposons que E est connexe par arcs mais
non connexe. Alors, il existe deux ouverts A et B tels que

E = A1 ∪B1 et A1 ∩B1 = ∅
avec A1 = E ∩ A �= ∅ et B1 = E ∩ B �= ∅. Soit a ∈ A1 et b ∈ B1. Puisque
a, b ∈ E et que E est connexe par arcs, il existe un chemin γ de E d’origine
a et d’extrémité b. Posons s = sup

{
t ∈ [0, 1] : γ

(
[0, t]

) ⊂ A1

}
. Ainsi, puisque

γ(0) = a, γ(1) = b et γ continue, on a : 0 < s < 1 et γ(s) /∈ A1 ∪ B1 ; ce qui
est impossible car γ(s) ∈ E = A1 ∪B1. D’où contradiction.

1.44 Tout intervalle I étant connexe par arcs, il est, d’après l’exercice précé-
dent, aussi connexe. Supposons à présent que E n’est pas un intervalle. Alors,
il existe a < c < b avec a, b ∈ E et c /∈ E. Par conséquent

E =
(
E ∩ ]−∞, c[

) ∪ (
E ∩ ]c,+∞[

)
, a ∈ E ∩ ]−∞, c[ et b ∈ E ∩ ]c,+∞[ ;

ce qui entrâıne que E n’est pas connexe.

1.45 Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe deux fermés F1 et F2

non vides et disjoints tels que E = F1 ∪F2. Alors, A = R
n \F1 et B = R

n \F2

sont deux ouverts tels que E ∩ A = F2 et E ∩ B = F1 ; ce qui est impossible
car E est connexe. D’où contradiction.
Remarque : Pour démontrer cet exercice, on peut utiliser la proposition 1.44.

1.46 Raisonnons par l’absurde et supposons que F n’est pas connexe. Alors,
il existe deux ouverts A et B tels que F = A1 ∪ B1 et A1 ∩ B1 = ∅ avec
A1 = F ∩A �= ∅ et B1 = F ∩B �= ∅. Ainsi, puisque F ⊂ E, on a E ∩A �= ∅ et
E ∩ B �= ∅. Par conséquent A2 = E ∩ A �= ∅ et B2 = E ∩ B �= ∅ (ex. 1.14) et
de plus E = A2 ∪B2 et A2 ∩B2 = ∅ ; ce qui est impossible car E est connexe.
D’où contradiction.
Cas particulier : F = E.

1.47 Raisonnons par l’absurde et supposons queE =
⋃
k∈Ω

Ek n’est pas connexe.

Alors, il existe deux ouverts A et B tels que E = A1 ∪B1 et A1 ∩B1 = ∅ avec
A1 = E ∩ A �= ∅ et B1 = E ∩ B �= ∅. Puisque tous les Ek sont connexes, il
existe k1, k2 ∈ Ω tels que Ek1 ⊂ A1 et Ek2 ⊂ B1 ; ce qui est impossible car
∅ �= Ek1 ∩ Ek2 ⊂ A1 ∩B1. D’où contradiction.

1.48 1) En effet, si a = (a1, a2) et b = (b1, b2) sont deux éléments de E,
l’application γ : [0, 1]→ E définie par

γ(t) =
(
a1 + t(b1 − a1) , sin

1
a1 + t(b1 − a1)

)
est un chemin de E d’origine a et d’extrémité b.
2) Posons F = E ∪A où A =

{
(0, y) ∈ R

2 : −1 ≤ y ≤ 1
}
. Pour commencer, on

va démontrer l’inclusion F ⊂ E. Puisque E ⊂ E, il nous suffit de vérifier que
A ⊂ E. En effet, si (0, b) ∈ A, la suite

(
xk

)
définie par

xk =
(

1
Arcsin b+ 2(k + 1)π

, b

)
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est une suite d’éléments de E qui converge vers (0, b). D’où (0, b) ∈ E. Montrons
à présent l’inclusion inverse. Pour cela, soit (c, d) ∈ E. Alors, il existe une suite(
(ck, dk)

)
d’éléments de E qui converge vers (c, d) ; ce qui revient à dire que

lim
k→+∞

ck = c ≥ 0 et lim
k→+∞

sin 1
ck

= d. Par conséquent ou bien c > 0 et sin 1
c = d

ou bien c = 0 et −1 ≤ d ≤ 1. D’où (c, d) ∈ F .
3) Puisque E est connexe par arcs, il est connexe ; ce qui entrâıne que E
l’est aussi. Montrons à présent que E n’est pas connexe par arcs. Pour cela,
raisonnons par l’absurde et supposons qu’il l’est. Alors, il existe un chemin
γ = (γ1, γ2) de E d’origine (0, 1) et d’extrémité (1, sin 1) et posons α =
inf

{
r ∈ [0, 1] : γ1

(
[r, 1]

)
> 0

}
. Ainsi, il résulte de la définition de α et de la

continuité de la fonction γ1, que 0 ≤ α < 1 et γ1(α) = 0 ; ce qui nous permet
d’écrire, grâce au théorème de la valeur intermédiaire, que pour tout entier
k ≥ 0 :  1

γ1

(
α+

1− α

k + 2

) , +∞

 ⊂
{

1
γ1(t)

: α < t ≤ α+
1− α

k + 2

}
.

Ainsi, en désignant par β �= γ2(α) un nombre compris entre −1 et 1, il découle
de l’inclusion ci-dessus, qu’à tout entier k ≥ 0, on peut associer un élément tk
de

]
α, α+ 1−α

k+2

]
de sorte que γ2(tk) = β ; ce qui entrâıne, grâce à la continuité

de la fonction γ2, que γ2(α) = lim
k→+∞

γ2(tk) = β. D’où contradiction.



Solutions des exercices du chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables

2.1 N’existe pas car lim
t→0

f(t, 0) = 1 �= −1 = lim
t→0

f(0, t)

avec f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
.

2.2 ∀ (x, y) ∈ R
2 \{(0, 0)} :

∣∣∣∣xyx2 − y2

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ |xy| ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2 − y2

x2 + y2
= 0 .

2.3 N’existe pas car lim
t→0

f(t, 0) = 0 �= −1 = lim
t→0

f(0, t)

avec f(x, y) =
x3 − y2

x2 + y2
.

2.4 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣x3 + y3

x2 + y2

∣∣∣∣ = x2|x|+ y2|y|
x2 + y2

≤ |x|+ |y| ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y2
= 0 .

2.5 N’existe pas car lim
t→0

f(t, t) =
1
2
�= 0 = lim

t→0
f(t, 0) avec f(x, y) =

xy

x2 + y2
.

2.6 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:

0 ≤ x2y2

x2 + y4
=

x2

x2 + y4
y2 ≤ y2 ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

x2y2

x2 + y4
= 0 .

2.7 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣∣ sinxy√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ |xy|√
x2 + y2

≤ |x| ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

sinxy√
x2 + y2

= 0 .

2.8 N’existe pas car lim
t→0

f(t, t) =
1
2
�= 0 = lim

t→0
f(t, 0) avec f(x, y) =

sinxy

x2 + y2
.

2.9 lim
t→0

1− cos t
t2

=
1
2
⇒ lim

(x,y)→(0,0)

1− cos
√

x2 + y2

x2 + y2
=

1
2
.

2.10 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣ x2 sin y

x2 + y2

∣∣∣∣ = x2

x2 + y2
| sin y| ≤ |y| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

x2 sin y

x2 + y2
= 0 .
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2.11 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:

∣∣∣∣∣ sinx2 + sin 2xy + sin y2√
x2 + y2

∣∣∣∣∣
≤ x2 + 2|xy|+ y2√

x2 + y2
=

(|x|+ |y|)2√
x2 + y2

≤ 4
√

x2 + y2

⇒ lim
(x,y)→(0,0)

sin x2+sin 2xy+sin y2√
x2+y2

= 0 .

2.12 ∀ (x, y) ∈ R
2 avec 0 <

√
x2 + y2 < π

2 :∣∣∣∣∣ sinx sin y

tg
√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ |xy|
tg

√
x2 + y2

≤
√

x2 + y2

tg
√

x2 + y2
|y| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

sinx sin y

tg
√

x2 + y2
= 0.

2.13 N’existe pas car lim
t→0

f(t, 0) = 0 �= 1 = lim
t→0

f(0, t)

avec f(x, y) =
x5 + y4

sin2(x2 + y2)
.

2.14 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣ sinx2 sin y

x2 + sh2 y

∣∣∣∣ = | sinx2|
x2 + sh2 y

| sin y| ≤ |y| ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

sinx2 sin y

x2 + sh2 y
= 0 .

2.15 Rappel : ∀ (x, y) ∈ R
2 : shx2 ≥ x2 et sh2 y ≥ y2.

∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣ xy sinxy

shx2 + sh2 y

∣∣∣∣ ≤ x2y2

x2 + y2
≤ y2 ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

xy sinxy

shx2 + sh2 y
= 0 .

2.16 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣∣ xy√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ = |x|√
x2 + y2

|y| ≤ |y| ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

= 0 .

2.17 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣∣ sinx th y√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ |x|√
x2 + y2

|y| ≤ |y| ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

sinx th y√
x2 + y2

= 0 .

2.18 lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y4

sin(x2 + y2)
= lim

(x,y)→(0,0)

x2 + y2

sin(x2 + y2)
(x2 − y2) = 0.

2.19 ∀ (x, y) ∈ R
2 avec 0 < x2 + y2 < π

2 :∣∣∣∣x3y3 sin(x
2 − y2)

tg(x2 + y2)

∣∣∣∣ ≤ (x2 + y2)
tg(x2 + y2)

|xy|3 ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

x3y3 sin(x
2 − y2)

tg(x2 + y2)
= 0 .

2.20 1) lim
t→0

sin t

sh t
= 1 ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)
sh(x2 + y2)

= 1.
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2) ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣ x2 sin y

sh(x2 + y2)

∣∣∣∣ ≤ x2 + y2

sh(x2 + y2)
| sin y| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

x2 sin y

sh(x2 + y2)
= 0 .

Finalement, lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2) + x2 sin y

sh(x2 + y2)
= 1.

2.21 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣x4 tg xy

x2 + y2

∣∣∣∣ = x2

x2 + y2
x2 | tg xy| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

x4 tg xy

x2 + y2
= 0 .

2.22 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:

0 ≤
∣∣∣∣ x2 tg y

x2 + y2

∣∣∣∣ = x2

x2 + y2
| tg y| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

x2 tg y

x2 + y2
= 0 .

2.23 1) ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣ x2 sin y

sin(x2 + y2)

∣∣∣∣ ≤ x2 + y2

sin(x2 + y2)
| sin y| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

x2 sin y

sin(x2 + y2)
= 0 .

2) lim
t→0

Arctg 2t
sin t

= 2 ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

Arctg 2(x2 + y2)
sin(x2 + y2)

= 2.

Finalement, lim
(x,y)→(0,0)

Arctg 2(x2 + y2) + x2 sin y

sin(x2 + y2)
= 2.

2.24 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:∣∣∣∣ xy2

x2 + y4
th y2

∣∣∣∣ ≤ y4

x2 + y4
|x| ≤ |x| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y4
th y2 = 0 .

2.25 lim
t→0

ln(1 + t)
sh t

= 1 ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

ln 4
√
1 + x2 + y2

sh(x2 + y2)
=

1
4
.

2.26 lim
t→0

ln(1 + t)
sin t

= 1 ⇒ lim
(x,y)→(0,1)

ln
√
1 +

√
x2 + (y − 1)4

sin
√

x2 + (y − 1)4
=

1
2
.

2.27 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:

0 <
e
− 1√

x2+y2

x2 + y2
< 6

√
x2 + y2 ⇒ lim

(x,y)→(0,0)

e
− 1√

x2+y2

x2 + y2
= 0 .

2.28 ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
: 0 <

e
− 1
x2+y2

sin
√

x2 + y2
<

√
x2 + y2

sin
√

x2 + y2

√
x2 + y2

⇒ lim
(x,y)→(0,0)

e
− 1
x2+y2

sin
√

x2 + y2
= 0 .

2.29 Rappel : lim
t→0+

t ln t = 0.

∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
: 0 <

∣∣xy ln(x2 + y2)
∣∣ ≤ 1

2

∣∣(x2 + y2) ln(x2 + y2)
∣∣

⇒ lim
(x,y)→(0,0)

xy ln(x2 + y2) = 0 .
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2.30 1) lim
t→0

ln(1 + t)
sin t

= 1 ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + x2 + y2)
sin(x2 + y2)

= 1.

2) lim
t→0

ln(1 + t)
t

= 1 ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + x4 + y4)
x4 + y4

= 1.

3) lim
(x,y)→(0,0)

x4 + y4

x2 + y2
= 0 car pour tout (x, y) ∈ R

2 \ {
(0, 0)

}
:

0 <
x4 + y4

x2 + y2
≤

(
x2 + y2

)2

x2 + y2
≤ x2 + y2 .

4) ∀ (x, y) ∈ R
2 \ {

(0, 0)
}
:
ln

(
1 + x4 + y4

1 + x2 + y2

)
sin(x2 + y2)

=
ln(1 + x4 + y4)

x4 + y4

x4 + y4

x2 + y2

x2 + y2

sin(x2 + y2)
− ln(1 + x2 + y2)

sin(x2 + y2)
.

Finalement, lim
(x,y)→(0,0)

ln
(
1 + x4 + y4

1 + x2 + y2

)
sin(x2 + y2)

= −1.

2.31 1) lim
t→0

ln(1 + t)
t

= 1 ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + x2 + y2)
x2 + y2

= 1.

2) lim
t→0+

t ln t = 0 ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2) ln(x2 + y2) = 0. Par conséquent

lim
(x,y)→(0,0)

y4 ln(x2 + y2)
x2 + y2

= 0

car pour tout (x, y) ∈ R
2 \{(0, 0)} :

∣∣∣∣y4 ln(x2 + y2)
x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣(x2 + y2) ln(x2 + y2)
∣∣ .

Finalement, lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + x2 + y2) + y4 ln(x2 + y2)
x2 + y2

= 1.

2.32 ∀ (x, y) ∈ R
2 : x6 + y6 = (x2 + y2)

((
x2 − y2

)2 + x2y2
)

⇒ lim
(x,y)→(0,0)

(x4 − y4) + sin 2(x2 + y2)
(x6 + y6)

ln
(
1 +

(
x2 − y2

)2 + x2y2
)

= lim
(x,y)→(0,0)

(
(x2 − y2) +

sin 2(x2 + y2)
x2 + y2

) ln
(
1 +

(
x2 − y2

)2 + x2y2
)

(
x2 − y2

)2 + x2y2
= 2.

2.33 ∀ (x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ 1− cos

√
|xy| = 2 sin2

√|xy|
2

≤ |xy|
2

⇒ ∀ (x, y) ∈ R
2 :

∣∣f(x, y)∣∣ ≤ |x|
2

⇒ lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 .
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2.34 lim
t→0

t

Arctg t
= 1 ⇒ ∃ 0 < δ ≤ 1 tel que ∀ 0 < |t| ≤ δ :

∣∣∣∣ t

Arctg t

∣∣∣∣ ≤ 2

⇒ ∀ (x, y) ∈ R × R
∗ avec

√
x2 + y2 < δ :

∣∣∣∣ sinxy

Arctg y

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ y

Arctg y

∣∣∣∣ |x| ≤ 2|x|
⇒ ∀ (x, y) ∈ B

(
(0, 0), δ

)
:
∣∣f(x, y)∣∣ ≤ 2|x| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0 .

2.35 ∀ (x, y) ∈ R × R
∗ :

∣∣∣∣th xy

y

∣∣∣∣ ≤ |x|
⇒ ∀ (x, y) ∈ R

2 :
∣∣f(x, y)∣∣ ≤ |x| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0 .

2.36 ∀ (x, y) ∈ R
∗ × R

∗ :
∣∣∣∣1y e

− 1
x2y2

∣∣∣∣ < x2|y|
⇒ ∀ (x, y) ∈ R

2 :
∣∣f(x, y)∣∣ ≤ x2|y| ⇒ lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0 .

2.37 ∀ (x, y) ∈ R
∗ ×

[
1
2
,
3
2

]
:
∣∣∣∣ y

x2
e
− y
x2

∣∣∣∣ ≤ 3
2x2

e
− 1

2x2 < 12 x2

⇒ ∀ (x, y) ∈ R ×
[
1
2
,
3
2

]
:
∣∣f(x, y)∣∣ ≤ 12x2 ⇒ lim

(x,y)→(0,1)
f(x, y) = 0 .

2.38 ∀ (x, y) ∈ R
∗ × R :

∣∣∣∣ y

x2
e
− 1

|x|
∣∣∣∣ ≤ 2|y|

⇒ ∀ (x, y) ∈ R
2 :

∣∣f(x, y)∣∣ ≤ 2|y| ⇒ lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 .

2.39 Soit ε > 0. lim
t→0

sin t

t
= 1 ⇒ ∃ 0 < δ < 1 tel que ∀ 0 < |t| < δ :∣∣∣∣sin t

t
− 1

∣∣∣∣ < ε .

Ainsi, pour tout (x, y) ∈ R
∗ × R

∗ avec
√

x2 + y2 < δ :
∣∣∣ sin xy

xy − 1
∣∣∣ < ε ; ce qui

entrâıne que pour tout (x, y) ∈ B
(
(0, 0), δ

)
:
∣∣f(x, y)− 1

∣∣ < ε.
D’où lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 1.

2.40 Soit ε > 0. lim
t→0

sin t

t
= 1 et lim

t→0

t

sh t
= 1. Alors, il existe 0 < δ < 1 tel

que pour tout 0 < |t| < δ :∣∣∣∣ sin t

t
− 1

∣∣∣∣ < ε

3
et

∣∣∣∣ t

sh t
− 1

∣∣∣∣ < ε

3
.

Ainsi, pour tout (x, y) ∈ R
∗ × R

∗ avec
√

x2 + y2 < δ :∣∣∣∣ sinxy

shx sh y
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣( sinxy

xy
− 1

)
x

shx

y

sh y
+

( x

shx
− 1

) y

sh y
+

(
y

sh y
− 1

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ sinxy

xy
− 1

∣∣∣∣+ ∣∣∣ x

shx
− 1

∣∣∣+ ∣∣∣∣ y

sh y
− 1

∣∣∣∣ < ε ;

ce qui entrâıne que pour tout (x, y) ∈ B
(
(0, 0), δ

)
:
∣∣f(x, y)− 1

∣∣ < ε.
D’où lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 1.
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2.41 N’existe pas car lim
t→0

f(t, t) = 0 �= 1 = lim
t→0

f(t, t3).

2.42 1) lim
t→0

f(t, αt) = lim
t→0

2α4t2

1 + α4t2
= 0.

2) N’existe pas car lim
t→0

f(t, t) = 0 �= 1 = lim
t→0

f(t2, t).

z = f(x, y)

x

y

2.43 1) La fonction est continue en tout point (a, b) ∈ R × R
∗.

2) La fonction f est discontinue aux points de la forme (a, 0) avec a �= 0 car
lim
t→0

f(a, t) = a2 �= 0 = f(a, 0).

3) La fonction f est continue en (0, 0). En effet, pour tout (x, y) ∈ R × R
∗ :∣∣∣∣y + 1

y
Arctg(x2y)

∣∣∣∣ ≤ |y|+ x2 ;

ce qui entrâıne que pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∣∣f(x, y)− f(0, 0)
∣∣ ≤ |y|+ x2.

2.44 1) La fonction est continue en tout point (a, b) ∈ R × R
∗.

2) La fonction f est discontinue aux points de la forme (a, 0) avec a �= 0 car
lim
t→0

f(a, t) = a �= 0 = f(a, 0).

3) La fonction f est continue en (0, 0). En effet, pour tout (x, y) ∈ R × R
∗ :∣∣∣∣ 1y2

th(xy2)
∣∣∣∣ ≤ |x| ;

ce qui entrâıne que pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∣∣f(x, y)− f(0, 0)
∣∣ ≤ |x|.
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2.45 Rappel : ∀ s ∈ R
∗ : Arctg |s|+Arctg

1
|s| =

π

2
.

1) Puisque pour tout (x, y) ∈ R
∗×R

∗ :

f(x, y) =
2y
x

∫ π
3

π
6

dt

cos2 t

(
tg2 t+

y2

x2

) = 2Arctg
x tg t

y

∣∣∣∣π3
π
6

= 2

(
Arctg

x
√
3

y
−Arctg

x

y
√
3

)
= 2

(
Arctg

y
√
3

x
−Arctg

y

x
√
3

)
,

la fonction f est continue en tout point (a, b) ∈ R
∗ × R

∗.

2) La fonction f est discontinue en (0, 0) car lim
s→0

f(s, s) =
π

3
�= 0 = f(0, 0).

3) Soit a �= 0. Puisque pour tout (x, y) ∈ R
∗×R :∣∣f(x, y)− f(a, 0)

∣∣ ≤ 2
∣∣∣y
x

∣∣∣ (√3− 1√
3

)
,

la fonction f est continue en tout point (a, 0).

4) Soit b �= 0. Puisque pour tout (x, y) ∈ R × R
∗ :∣∣f(x, y)− f(0, b)

∣∣ ≤ 2
∣∣∣∣xy

∣∣∣∣ (√3− 1√
3

)
,

la fonction f est continue en tout point (0, b).

2.46 Rappel : lim
t→0

t ln |t| = 0 ⇒ ∃ 0 < δ < 1 tel que ∀ 0 < |t| < δ :
∣∣t ln |t|∣∣ < 1.

1) La fonction f est continue en tout point (a, b) ∈ R
∗ × R

∗.

2) La fonction f est continue en (0, 0). En effet, pour tout (x, y) ∈ R
∗ × R

∗

avec
√

x2 + y2 < δ :∣∣∣∣xy ln ∣∣∣∣xy
∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣xy ln |x| − xy ln |y|∣∣ < |x|+ |y| ;

ce qui entrâıne que pour tout (x, y) ∈ B
(
(0, 0), δ

)
:∣∣f(x, y)− f(0, 0)

∣∣ ≤ |x|+ |y| .
3) Soit a �= 0. Montrons à présent la continuité de la fonction f en (a, 0). En

effet, soit ε > 0. Alors, il existe deux nombres réels µ, M > 0 tels que pour
tout (x, y) ∈ R × R

∗ avec
√
(x− a)2 + y2 < µ :

0 < |x| < |a|+1 ,
∣∣x ln |x|∣∣ < M , |y| < ε

2M
et

∣∣y ln |y|∣∣ < ε

2
(|a|+ 1

)
ou encore ∣∣∣∣xy ln ∣∣∣∣xy

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |y|∣∣x ln |x|∣∣+ |x|∣∣y ln |y|∣∣ < ε ;

ce qui entrâıne que pour tout (x, y) ∈ B
(
(a, 0), µ

)
:
∣∣f(x, y)− f(a, 0)

∣∣ < ε .
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4) Par une démonstration similaire à celle ci-dessus, on prouve que la fonction
f est continue en (0, b) avec b �= 0.

2.47 1) La fonction f est continue en tout point (a, b) ∈ R
∗ × R.

2) Soit b ∈ R. Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :∣∣f(x, y)− f(0, b)
∣∣ ≤ |x| eπ

2 ,

la fonction f est continue en (0, b).

2.48 Raisonnons par l’absurde et supposons qu’un tel α existe. Alors, il existe
deux nombres réels δ, M > 0 de sorte que pour tout (x, y) ∈ B

(
(0, 0), 2δ

)∩E :∣∣f(x, y)∣∣ ≤ M ; ce qui est impossible car

lim
θ→π

4 −
f(δ cos θ, δ sin θ) = lim

θ→π
4 −

e
− 1
δ2√√

2 δ sin
(π

4
− θ

) = +∞ .

D’où contradiction.

2.49 Pour commencer, supposons que la fonction f est continue en (0, 0).
Alors, puisque lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0, on doit avoir

lim
n→+∞ f

(
1

β1
√
n

,
1

β2
√
n

)
=

1
2γ

lim
n→+∞

(
1
n

)α1
β1

+α2
β2

−γ

= 0 ;

ce qui entrâıne que
α1

β1
+

α2

β2
− γ > 0.

Pour montrer la réciproque, il suffit de constater que pour tout (x, y) ∈ R
2 \{

(0, 0)
}
:

∣∣f(x, y)− f(0, 0)
∣∣ = ∣∣f(x, y)∣∣ = (|x|β1

)α1
β1

(|y|β2
)α2
β2(|x|β1 + |y|β2

)γ
≤

(|x|β1 + |y|β2
)α1
β1

(|x|β1 + |y|β2
)α2
β2(|x|β1 + |y|β2

)γ =
(|x|β1 + |y|β2

)α1
β1

+α2
β2

−γ
.

2.50 Montrons que la fonction g(x) = x répond à la question. En effet, soit
a ∈ R. Alors, pour tout (x, y) ∈ R × R

∗ :∣∣∣∣y [
x

y

]
− a

∣∣∣∣ ≤ |x− a|+ |y| ;

ce qui entrâıne que pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∣∣f(x, y)− a
∣∣ ≤ |x− a|+ |y|.

2.51 Montrons que la fonction g(x) = 1
1+x2 répond à la question. En effet,

soient a ∈ R et ε > 0. D’une part, il découle de la formule de MacLaurin
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appliquée à la fonction ln(1+ t), qu’à chaque élément (x, y) ∈ B
(
(a, 0), δ

)
avec

y �= 0, on peut associer θx,y ∈ ]0, 1[ tel que

1
y
ln

(
1 +

ey − 1
x2 + 1

)
− 1

a2 + 1

=
ey − 1− y

y

1
x2 + 1

−
(
ey − 1

)2

2y
1(

1 + x2 + θx,y(ey − 1)
)2 +

1
x2 + 1

− 1
a2 + 1

.

D’autre part, il existe deux nombres réels δ, M > 0 tels que pour tout (x, y) ∈
B
(
(a, 0), δ

)
avec y �= 0,∣∣∣∣ey − 1− y

y

∣∣∣∣ < ε

3M
,

∣∣∣∣∣
(
ey − 1

)2

2y

∣∣∣∣∣ < ε

3M
et

1(
1 + x2 + θx,y(ey − 1)

)2 < M

et tout |x− a| < δ :∣∣∣∣ 1
x2 + 1

− 1
a2 + 1

∣∣∣∣ < ε

3
et

1
x2 + 1

< M .

Ainsi, en constatant que pour tout (x, y) ∈ B
(
(a, 0), δ

)
avec y �= 0,∣∣∣∣1y ln

(
1 +

ey − 1
x2 + 1

)
− 1

a2 + 1

∣∣∣∣ ≤ ε ,

on obtient pour tout (x, y) ∈ B
(
(a, 0), δ

)
:
∣∣f(x, y)− f(a, 0)

∣∣ < ε.

2.52 Soient a ∈ R et h : R → R la fonction définie par h(x) = x ex. En
constatant que lim

x→a
f(x, a) = h′(a), l’unique choix pour g est

g(x) = h′(x) = (1 + x) ex .

Reste à démontrer que g est bien la fonction cherchée. En effet, d’après le théo-
rème des accroissements finis, à chaque élément (x, y) ∈ R

2, on peut associer
θx,y ∈ ]0, 1[ tel que h(x)−h(y) = h′(y+θx,y(x−y)

)
(x−y) ; ce qui nous permet

d’écrire que

f(x, y)− f(a, a) =
{

h′(y + θx,y(x− y)
)− h′(a) si x �= y

h′(x)− h′(a) si x = y .

Par conséquent lim
(x,y)→(a,a)

f(x, y) = f(a, a).

2.53 Montrons que la fonction g(x) = 1√
x
répond à la question. En effet, soit

a ∈ ]0, 1[ et ε > 0. Alors, il existe 0 < δ < min
{
a
2 ,

1−a
2

}
tel que pour tout

0 < |t| < δ et |x− a| < δ :∣∣∣∣ 1√
x
− 1√

a

∣∣∣∣ < ε

2
et

∣∣∣∣ t

tg t
− 1

∣∣∣∣ < ε
√
a

2
√
2
;
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ce qui entrâıne que pour tout (x, y) ∈ B
(
(a, 0), δ

)
avec y �= 0 :∣∣∣∣y cotg (y√x

)− 1√
a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣( y
√
x

tg (y
√
x)

− 1
)

1√
x
+

(
1√
x
− 1√

a

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ y
√
x

tg (y
√
x)

− 1
∣∣∣∣ 1√

x
+

∣∣∣∣ 1√
x
− 1√

a

∣∣∣∣ < ε .

Par conséquent pour tout (x, y) ∈ B
(
(a, 0), δ

)
:
∣∣f(x, y)− f(a, 0)

∣∣ < ε.

2.54 1) Puisque pour tout x ∈ R
∗ : lim

y→0
f(x, y) = 0 et tout y ∈ R

∗ :

lim
x→0

f(x, y) = 0, on a

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)
)
= 0 et lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= 0 .

2) Non car lim
t→0

f(t, t) = 1.

2.55 1) Puisque pour tout x ∈ R
∗ : lim

y→0
f(x, y) = 0 et tout y ∈ R

∗ :

lim
x→0

f(x, y) = 0, on a

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)
)
= 0 et lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= 0 .

2) Non car lim
t→0

f(t, t) =
1
2
.

z = f(x, y) y

x

2.56 Pour tout 0 < |x| �= 2
(2k+1)π avec k ∈ Z : lim

y→0
f(x, y) n’existe pas car

lim
n→+∞ f

(
x,

1
2nπ

)
= x cos

1
x
�= 0 = lim

n→+∞ f

(
x,

2
(2n+ 1)π

)
;

ce qui implique lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)
)
n’existe pas.

De même lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
n’existe pas.

Par contre, lim
(x,y)→0

f(x, y) = 0 car pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∣∣f(x, y)∣∣ ≤ (x+ y)2.



Fonctions de plusieurs variables 91

2.57 Pour tout x ∈ R
∗ : lim

y→0
f(x, y) n’existe pas car

lim
n→+∞ f

(
x,

1
n

)
= x �= 0 = lim

n→+∞ f

(
x,

√
2

n

)
;

ce qui implique lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)
)
n’existe pas.

De même lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
n’existe pas.

Par contre, lim
(x,y)→0

f(x, y) = 0 car pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∣∣f(x, y)∣∣ ≤ |x|+ |y|.

2.58 En effet, puisque pour tout y > 0 :∫ 1

0

2xy e−x2y dx = −e−x2y
∣∣1
0
= 1− e−y

et tout x ∈ R : lim
y→+∞ 2xy e−x2y = 0, on a

lim
y→+∞

∫ 1

0

2xy e−x2y dx = 1 �= 0 =
∫ 1

0

(
lim

y→+∞ 2xy e−x2y

)
dx .

2.59 1) Puisque pour tout 0 ≤ x, y ≤ 1 : x2y − y2x = xy(x − y) ≤ y(1− y),
on obtient que

max
0≤x,y≤1

x2y − y2x =
1
4
.

Ce maximum est atteint pour x = 1 et y = 1
2 .

2) Soit f : E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : 0 ≤ x, y, z ≤ 1
} → R la fonction définie par

f(x, y, z) = x2y + y2z + z2x− x2z − y2x− z2y

= x2(y − z) + x(z2 − y2) + (y2z − z2y)

= (y − z)
(
x2 − (y + z)x+ yz

)
= (x− y)(z − y)(z − x)

et posons
a = 1− y , b = 1− z et c = 1− x .

Puisque la fonction f est continue sur le compact E, elle atteint son maximum.
Comme de plus f

(
1
2 , 0, 1

)
= 1

4 > 0, ce maximum est strictement positif. Il nous
faut donc considérer uniquement les trois cas suivants :
a) 0 ≤ z < y < x ≤ 1. f(x, y, z) = (x − y)(x− z)(y − z)

≤ (1− y)(1− z)(y − z) = ab(b− a) ;

b) 0 ≤ y < x < z ≤ 1. f(x, y, z) = (z − x)(z − y)(x− y)
≤ (1− x)(1 − y)(x− y) = ac(a− c) ;

c) 0 ≤ x < z < y ≤ 1. f(x, y, z) = (y − x)(y − z)(z − x)
≤ (1 − x)(1 − z)(z − x) = bc(c− b) .
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Finalement, on peut conclure, grâce à 1), que le maximum cherché vaut 1
4 et

qu’il est atteint aux points suivants :(
1,
1
2
, 0

)
,

(
1
2
, 0, 1

)
et

(
0, 1,

1
2

)
.

2.60 En effet, la fonction f est le produit de 2 fonctions continues.

2.61 Soit x ∈ E. Alors, il existe une suite
(
xk

)
d’éléments de E qui converge

vers x. Puisque les deux fonctions sont continues sur E et cöıncident sur E,
on a

f(x) = lim
k→+∞

f(xk) = lim
k→+∞

g(xk) = g(x) .

2.62 Soit x ∈ E. Alors, il existe une suite
(
xk

)
d’éléments de E qui converge

vers x. Puisque les deux fonctions sont continues sur E et f ≤ g sur E, on a

f(x) = lim
k→+∞

f(xk) ≤ lim
k→+∞

g(xk) = g(x) .

2.63 En effet, soient ε > 0 et a ∈ A =
⋃
k∈Ω

Ak. Alors, il existe k0 ∈ Ω tel

que a ∈ Ak0 . Puisque Ak0 est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a, r) ⊂ Ak0 .
Finalement, la restriction de la fonction f à Ak0 étant continue, il existe 0 <
δ < r tel que pour tout x ∈ B(a, δ) :

∣∣f(x)− f(a)
∣∣ ≤ ε.

2.64 Non. Posons B∞ =
{
(0, y) : y ∈ R

}
, pour tout k ∈ R : Bk =

{
(x, kx) :

x ∈ R
}
et soit f : R

2 → R la fonction définie par

f(x, y) =


y4

x2
si x �= 0

0 si x = 0 .

Puisque f(x, kx) = k4x2 est la restriction de f à Bk, elle est continue. De
même, f(0, y) = 0 qui est la restriction de f à B∞ est continue. Par contre, la
fonction f n’est pas continue sur

R
2 =

(
+∞⋃

k=−∞
Bk

)
∪B∞

car elle est discontinue en (0, 0). En effet, lim
t→0

f(t2, t) = 1 �= 0 = f(0, 0).

2.65 Si E = ∅, il n’y a rien à démontrer. On va donc supposer que E �= ∅ et
soit a ∈ E. D’une part, puisque I est un intervalle ouvert, il existe ζ > 0 tel
que

]
f(a)− ζ , f(a)+ ζ

[ ⊂ I. D’autre part, la fonction f étant continue en a, il
existe δ > 0 tel que pour tout x ∈ B(a, δ) : f(x) ∈ ]

f(a) − ζ , f(a) + ζ
[
. D’où

B(a, δ) ⊂ E. Par conséquent E est ouvert.
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2.66 Si E = ∅, il n’y a rien à démontrer. On va donc supposer que E �= ∅ et
soit

(
xk

)
une suite d’éléments de E qui converge vers x. Puisque f est continue

en x et I un intervalle fermé, on obtient que la suite
(
f(xk)

)
converge vers f(x)

et que f(x) ∈ I. D’où x ∈ E. Par conséquent E est fermé.

2.67 Il suffit de poser h = f − g, I = {0} et d’utiliser l’exercice précédent.

2.68 En effet, soient ε > 0 et a ∈ R
n. Ainsi, puisque E1 =

{
x ∈ R

n :
f(x) < f(a) + ε

}
est ouvert et que a ∈ E1, il existe δ1 > 0 tel que pour tout

x ∈ B(a, δ1) : f(x) < f(a) + ε. De même, E2 =
{
x ∈ R

n : f(a) − ε < f(x)
}

étant aussi ouvert et a ∈ E2, il existe δ2 > 0 tel que pour tout x ∈ B(a, δ2) :
f(a) − ε < f(x). Par conséquent, en posant δ = min{δ1, δ2}, on obtient que
pour tout x ∈ B(a, δ) :

∣∣f(x)− f(a)
∣∣ < ε.

2.69 En effet, soit
(
yk

)
une suite d’éléments de Im f . Alors, à chaque entier

k ≥ 0, on peut associer au moins un élément xk de E tel que yk = f(xk).
Ainsi puisque E est compact, de la suite

(
xk

)
on peut extraire une sous-suite(

xkp

)
qui converge vers un élément x de E ; ce qui entrâıne, la fonction f étant

continue, que la sous-suite
(
ykp

)
converge vers f(x) qui est, par définition, un

élément de Im f .

2.70 Raisonnons par l’absurde et supposons que Im f n’est pas un intervalle.
Alors, il existe c ∈ R pour lequel E1 =

{
x ∈ E : f(x) < c

} �= ∅, E2 =
{
x ∈

E : f(x) > c
} �= ∅ et E = E1 ∪ E2. D’autre part, en utilisant la continuité

de la fonction f , à chaque élément x de E, on peut associer δx > 0 tel que
E ∩ B(x, δx) est inclus dans E1 si x ∈ E1 et dans E2 si x ∈ E2. Ainsi, en
posant

A =
⋃

x∈E1

B(x, δx) et B =
⋃

x∈E2

B(x, δx) ,

on obtient que A et B sont deux ouverts et que E1 = E ∩A et E2 = E ∩B ; ce
qui est impossible car E est connexe. D’où contradiction.

2.71 D’après l’exercice précédent, on sait, puisque E est connexe et f conti-
nue, que Im f est un intervalle. Comme de plus f ne s’annule pas, Im f est un
intervalle qui ne contient pas 0. Autrement dit, la fonction f garde un signe
constant sur E.

2.72 D’après l’exercice 2.70, on sait, puisque E est connexe et f continue,
que Im f est un intervalle. Comme de plus f

(
a
)
f(b) ≤ 0, Im f est un intervalle

contenant 0. Autrement dit, la fonction f s’annule au moins une fois dans E.

2.73 En effet, puisque que pour tout scalaire t > 0 et tout x ∈ R
n :

f(tx) = f(x), on obtient, grâce à la continuité de la fonction f en 0, que

f(x) = lim
t→0+

f(tx) = f(0) .
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2.74 Raisonnons par l’absurde et supposons que la fonction f n’est pas
constante et soit b ∈ E. Alors,

{
x ∈ E : f(x) �= f(b)

} �= ∅. Désignons par E1

cet ensemble et par E2 = E \ E1. Ainsi, puisque f est localement constante, à
chaque élément x de E, on peut associer δx > 0 tel que E ∩B(x, δx) est inclus
dans E1 si x ∈ E1 et dans E2 si x ∈ E2. Ainsi, en posant

A =
⋃

x∈E1

B(x, δx) et B =
⋃

x∈E2

B(x, δx) ,

on obtient que A et B sont deux ouverts tels que E1 = E ∩A et E2 = E ∩B ;
ce qui est impossible car E est connexe. D’où contradiction.

2.75 1) Pour commencer, on va supposer que d(x, E) = 0. Alors, il existe une
suite

(
ak

)
d’éléments de E telle que lim

k→+∞
∥∥ak − x

∥∥ = 0 ; ce qui revient à dire

que la suite
(
ak

)
converge vers x ou encore que x ∈ E.

Supposons à présent que x ∈ E. Alors, il existe une suite
(
bk

)
d’éléments de E

qui converge vers x. Par conséquent lim
k→+∞

∥∥bk−x
∥∥ = 0 ou encore d(x, E) = 0.

2) En effet, soient a et b deux éléments de R
n. Puisque pour tout y ∈ E :

‖a − y‖ ≤ ‖a− b‖+ ‖b− y‖ ,

on obtient que d(a, E) ≤ ‖a − b‖+ d(b, E).
De même, d(b, E) ≤ ‖a − b‖+ d(a, E). Par conséquent∣∣d(a, E)− d(b, E)

∣∣ ≤ ‖a− b‖ .

2.76 D’après l’exercice précédent, la fonction f : R
n → R définie par

f(x) =
d(x, A) − d(x, B)
d(x, A) + d(x, B)

répond à la question.

2.77 Désignons par O un point extérieur aux deux champs A et B et par
C le cercle de centre O et de diamètre d (qui est choisi de sorte que les deux
champs sont strictement contenus dans C).
Soit x un point de C et x∗ son point diamétralement opposé. On désigne par
σx(t) la droite perpendiculaire au diamètre xx∗ et dont la distance à x vaut t
et soit f : [0, d] → R la fonction continue définie par f(t) = f1(t) − f2(t) où
f1(t) est l’aire de A qui se trouve du même côté que x par rapport à σx(t) et
f2(t) est l’aire de A qui se trouve du même côté que x∗ par rapport à σx(t).
Comme, f(0) = −AireA et f(d) = AireA , on sait d’après le théorème de la
valeur intermédiaire, qu’il existe t0 ∈ ]0, d[ pour lequel f(t0) = 0. Ainsi, par
construction, la droite �(x) = σx(t0) divise le champ A en deux parties égales.
De plus, �(x) est unique et �(x) = �

(
x∗).

Considérons à présent la fonction continue g : C → R définie par g(x) =
g1(x) − g2(x) où g1(x) est l’aire de B qui se trouve du même côté que x par
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rapport à �(x) et g2(x) est l’aire de B qui se trouve du même côté que x∗ par
rapport à �(x). Alors, pour tout x ∈ C : g(x) = −g

(
x∗). Or, d’après le théorème

de Borsuk-Ulam, il existe au moins un a ∈ C pour lequel g(a) = g
(
a∗). Par

conséquent g(a) = 0 ; ce qui revient à dire que la droite �(a) divise le champ
B en deux parties égales. En conclusion, la droite �(a) divise chacun des deux
champs A et B en deux parties strictement égales.

a∗

x∗

B

0

A

x

a

8(x)
8(a)





Solutions des exercices du chapitre 3

Dérivées partielles

3.1
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= 0

et

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0 .

La fonction f n’est pas continue en (0, 0) car lim
t→0

f(t, t) = 1
2 �= 0 = f(0, 0).

3.2
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= 0

et

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0 .

La fonction f n’est pas continue en (0, 0) car lim
t→0

f(t2, t) = 1 �= 0 = f(0, 0).

3.3
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= 0

et

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0 .

Puisque
∂f

∂x
(x, y)


xy2(2y2 − x2)√(

x2 + y2
)5

si(x, y) �= (0, 0)

0 si(x, y) = (0, 0) ,

on a lim
t→0

∂f

∂x
(t, t) =

1
4
√
2
�= 0 =

∂f

∂x
(0, 0) ;

ce qui entrâıne que la fonction
∂f

∂x
n’est pas continue en (0, 0).
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3.4 ∀ t ∈ R :

∂f

∂x
(0, t) = lim

s→0

f(s, t)− f(0, t)
s

= t et
∂f

∂y
(t, 0) = lim

s→0

f(t, s)− f(t, 0)
s

= 0 .

D’où
∂2f

∂x∂y
(0, 0) �= 0 =

∂2f

∂y∂x
(0, 0) .

3.5 Puisque

∂f

∂x
(x, y) =

 2x sin
1
x
− cos

1
x

si x �= 0

0 si x = 0

et

∂f

∂y
(x, y) =

 2y sin
1
y
− cos

1
y

si y �= 0

0 si y = 0 ,

on a pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 0 ;

ce qui entrâıne que ces deux fonctions sont continues, en particulier en (0, 0).
Par contre, puisque

∂2f

∂x2
(0, 0) = lim

t→0

∂f

∂x
(t, 0)− ∂f

∂x
(0, 0)

t
= lim

t→0

(
2 sin

1
t
− 1

t
cos

1
t

)
et que cette dernière limite n’existe pas, on a bien que

∂2f

∂x2
(0, 0) n’existe pas.

De même pour
∂2f

∂y2
(0, 0).

3.6 Rappel : ∀ t ∈ R
∗ :

(|t|)′ = t

|t| .
Puisque

∂f

∂x
(x, y) =

 y ln
(|x|+ |y|)+ |x|y

|x|+ |y| si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

et

∂f

∂y
(x, y) =

 x ln
(|x|+ |y|)+ x|y|

|x|+ |y| si (x, y) �= (0, 0)

0 si(x, y) = (0, 0),

les deux fonctions ∂f
∂x ,

∂f
∂y : R

2 → R sont continues sur R
2 \ {

(0, 0)
}
. Comme

de plus, pour tout (x, y) �= (0, 0) :∣∣∣∣∂f∂x (x, y)
∣∣∣∣ ≤ ∣∣(|x|+ |y|) ln(|x|+ |y|)∣∣+ |y| ,∣∣∣∣∂f∂y (x, y)
∣∣∣∣ ≤ ∣∣(|x|+ |y|) ln(|x|+ |y|)∣∣+ |x|
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et lim
(x,y)→(0,0)

(|x|+ |y|) ln(|x|+ |y|) = 0 car lim
t→0+

t ln t = 0, elles sont aussi conti-

nues en (0, 0).

z = f(x, y)

x

y

3.7 ∇f(0, 0, 0) =
(− 1

2 , 0, 0
)
. En effet,

∂f

∂x
(0, 0, 0) = lim

t→0

f(t, 0, 0)− f(0, 0, 0)
t

= lim
t→0

cos t− 1
t2

= − lim
t→0

sin t

2t
= −1

2
∂f

∂y
(0, 0, 0) = lim

t→0

f(0, t, 0)− f(0, 0, 0)
t

= 0

∂f

∂z
(0, 0, 0) = lim

t→0

f(0, 0, t)− f(0, 0, 0)
t

= 0 .

3.8 ∇f(0, 1, 1) = 0. En effet,

∂f

∂x
(0, 1, 1) = lim

t→0

f(t, 1, 1)− f(0, 1, 1)
t

= lim
t→0

t th
2
t
= 0

et ∀ t ∈ R : f(0, t, 1) = f(0, 1, t) = 0 ⇒ ∂f

∂y
(0, 1, 1) =

∂f

∂z
(0, 1, 1) = 0 .

3.9 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = ex−1(sinxy + y cosxy) et

∂f

∂y
(x, y) = x ex−1 cosxy ,

l’équation du plan tangent à la surface z = f(x, y) au point
(
1, π2

)
est

∂f

∂x

(
1,

π

2

)
(x− 1) +

∂f

∂y

(
1,

π

2

)(
y − π

2

)
− (z − 1) = x− z = 0 .
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3.10 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = y +

2x
3(1 + x2 + 2y4)

et
∂f

∂y
(x, y) = x+

8y3

3(1 + x2 + 2y4)
,

l’équation du plan tangent à la surface z = f(x, y) au point (1, 0) est

∂f

∂x
(1, 0)(x− 1) +

∂f

∂y
(1, 0)y −

(
z − ln 2

3

)
=

x

3
+ y − z −

ln
e

2
3

= 0 .

3.11 Puisque pour tout (x, y) ∈ B
(
(0, 0), 2

)
:

∂f

∂x
(x, y) = − x√

4− x2 − y2
et

∂f

∂y
(x, y) = − y√

4− x2 − y2
,

l’équation du plan tangent à la surface z = f(x, y) au point (1, 0) est

∂f

∂x
(1, 0)(x− 1) +

∂f

∂y
(1, 0)y −

(
z −

√
3
)
= − x√

3
− z +

4√
3
= 0 .

3.12 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = −2x sin(x2 + y) + cos(x+ y) + 3x2y ex

3y

et
∂f

∂y
(x, y) = − sin(x2 + y) + cos(x+ y) + x3 ex

3y ,

l’équation du plan tangent à la surface z = f(x, y) au point
(
0, π2

)
est

∂f

∂x

(
0,

π

2

)
x+

∂f

∂y

(
0,

π

2

)(
y − π

2

)
− (z − 2) = −y − z +

(
2 +

π

2

)
= 0 .

3.13 La fonction f : R
2 → R définie par f(x, y) =

{
x2 si x ≥ y

0 si x < y ,

est homogène de degré 2 mais elle n’est pas continue aux points de la forme
(a, a) �= (0, 0) car lim

t→a− f(a, t) = a2 �= 0 = lim
t→a+

f(a, t).

3.14 Soit a > 0. Puisque pour tout t > 0 : f(t, 0) = tαf(1, 0) = 0, on a

∂f

∂x
(a, 0) = lim

t→a

f(t, 0)− f(a, 0)
t

= 0 .
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3.15 Soit 1 ≤ k ≤ n. Alors, si α �= 1,

∂f

∂xk
(0) =

∂f

∂xk
(2 · 0) = 2α−1 ∂f

∂xk
(0) ⇒ ∂f

∂xk
(0) = 0 .

Si α = 1, ce résultat est généralement faux. Contre-exemple : f(x, y) = x.

3.16 lim
t→0

∫ t

0

(t− x) e−x2

sin2 t
dt

= lim
t→0

∫ t

0

(t− x) e−x2
dt

sin2 t
= lim

t→0

∫ t

0

e−x2
dt

sin 2t
= lim

t→0

e−t2

2 cos 2t
=

1
2
.

3.17 Soit f : ]−1, 1[→ R la fonction auxiliaire définie par

f(t) =
∫ t

t2
ln
(
x2 + cos(x2t3)

)
dx .

Pour tout |t| < 1 :

f ′(t) = ln(t2 + cos t5)− 2t ln(t4 + cos t7)− 3t2
∫ t

t2

x2 sin(x2t3)
x2 + cos(x2t3)

dx.

De plus,

lim
t→0

ln(t2 + cos t5)
t2

= lim
t→0

2t− 5t4 sin t5

2t(t2 + cos t5)
= 1

et

lim
t→0

ln(t4 + cos t7)
t

= lim
t→0

4t3 − 7t6 sin t7

(t4 + cos t7)
= 0 .

Par conséquent lim
t→0

f(t)
t3

=
1
3
lim
t→0

f ′(t)
t2

=
1
3
.

Finalement lim
t→0

∫ t

t2
ln
(
x2 + cos(x2t3)

)
dx

Arctg t3
= lim

t→0

f(t)
t3

t3

Arctg t3
=

1
3
.

3.18 Puisque pour tout t �= 0 :∫ 1

0

x2

1 + t2x2
dx =

1
t2

(
1−

∫ 1

0

dx

1 + t2x2

)
=

1
t2

(
1− Arctg t

t

)
,

on a

lim
t→0

∫ 1

0

ln(1 + t2x2)
t2

dx = lim
t→0

∫ 1

0

ln(1 + t2x2) dx

t2
= lim

t→0

∫ 1

0

2tx2

1 + t2x2
dx

2t

= lim
t→0

∫ 1

0

x2

1 + t2x2
dx = lim

t→0

t−Arctg t
t3

=
1
3
.
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3.19 Puisque

lim
t→0

∫ t2

0

(t2 − x) cos x2 dx

t4
= lim

t→0

∫ t2

0

cosx2 dx

2t2
= lim

t→0

cos t4

2
=

1
2
,

on a lim
t→0

∫ t2

0

(t2 − x) cos x2

sin t4
dx = lim

t→0

∫ t2

0

(t2 − x) cosx2 dx

t4
t4

sin t4
=

1
2
.

3.20 D’une part, puisque pour tout t �= 0 :

∫ t2

t4

x+ 2t2

x2 + t2x+ t4
dx =

(√
3 Arctg

t2 + 2x√
3 t2

+
1
2
ln(x2 + t2x+ t4)

)∣∣∣∣t
2

t4

=
√
3
π

3
+

ln 3
2

−√
3 Arctg

2t2 + 1√
3

− 1
2
ln(1 + t2 + t4) ,

on a lim
t→0

∫ t2

t4

x+ 2t2

x2 + t2x+ t4
dx =

√
3
π

6
+

ln 3
2

.

D’autre part, soit f : R
∗ → R la fonction auxiliaire définie par

f(t) =
∫ t2

t4
ln(x2 + t2x+ t4) dx− t2 ln t4 .

Alors, lim
t→0

f(t) = 0 car pour tout 0 < |t| < 1
2 :

∣∣f(t)∣∣ ≤ ∫ t2

t4

∣∣ln(x2 + t2x+ t4)
∣∣ dx+ |t2 ln t4|

≤ (t2 − t4)
∣∣ln(t8 + t6 + t4)

∣∣+ |t2 ln t4|
≤ (1− t2)

∣∣t2 ln(1 + t2 + t4) + t2 ln t4
∣∣+ |t2 ln t4| .

De plus, pour tout t �= 0 :

f ′(t) = 2t ln 3t4 − 4t3 ln(t8 + t6 + t4) + 2t
∫ t2

t4

x+ 2t2

x2 + t2x+ t4
dx − 2t ln t4 − 4t

= 2t ln 3− 4t3 ln t4 − 4t3 ln(1 + t2 + t4) + 2t
∫ t2

t4

x+ 2t2

x2 + t2x+ t4
dx− 4t .

Par conséquent

lim
t→0

(∫ t2

t4

ln(x2 + t2x+ t4)
t2

dx− ln t4

)
= lim

t→0

f(t)
t2

= lim
t→0

f ′(t)
2t

=
3 ln 3
2

+
π
√
3

6
− 2 .
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3.21 ∀ t ∈ R : et − cos t− sin t = t2 +R2(t) et

lim
t→0

∫ t2

0

ln(1 + t2x2) dx

t2
= lim

t→0

2t ln(1 + t6) +
∫ t2

0

2tx2

1 + t2x2
dx

2t
= 0 .

D’où

lim
t→0

∫ t2

0

ln(1 + t2x2) dx

et − cos t− sin t
= lim

t→0

∫ t2

0

ln(1 + t2x2) dx

t2
t2

et − cos t− sin t
= 0 .

3.22 lim
t→0

∫ t2

0

1 +
√
sh3(t4x)

t2
dx = lim

t→0

∫ t2

0

1 +
√
sh3(t4x) dx

t2

= lim
t→0

2t
(
1 +

√
sh3 t6

)
+ 6t3

∫ t2

0

x ch(t4x)
√
sh(t4x) dx

2t
= 1 .

3.23 lim
t→0

∫ t2

0

1 + sh(x2t2)
t2

dx = lim
t→0

∫ t2

0

(
1 + sh(x2t2)

)
dx

t2

= lim
t→0

2t(1 + sh t6) + 2t
∫ t2

0

x2 ch(x2t2) dx

2t
= 1 .

3.24 lim
t→0

∫ t

0

x cos2
(
(1 + t2)x2

)
dx

t2

= lim
t→0

t cos2
(
(1 + t2)t2

)− 2t
∫ t

0

x3 sin
(
2(1 + t2)x2

)
dx

2t
=

1
2
.

3.25 lim
t→0

∫ ln(1+t2)

t2

sin(tx) dx
t4

= 0 car pour tout 0 < |t| < 1 :

∣∣∣∣∣
∫ ln(1+t2)

t2

sin(tx) dx
t4

∣∣∣∣∣ = 1
t4

∫ t2

ln(1+t2)

sin(tx) dx ≤ t2 − ln(1 + t2)
t3

=

t4

2
+R4(t)

t3
.
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3.26 Rappel : (1− cos t)3 =
t6

8
+R6(t).

1) D’une part, lim
t→0

t6 + sin6 t

(1− cos t)3
= 16.

2) D’autre part, lim
t→0

(∫ 1

t

sin(x2t2) dx
)6

(1− cos t)3
= lim

t→0

(∫ 1

t
sin(x2t2) dx

t

)6

(
1− cos t

t2

)3 = 0 .

Par conséquent lim
t→0

t6 + sin6 t+
(∫ 1

t

sin(x2t2) dx
)6

(1− cos t)3
= 16 .

3.27 En effet, soit 0 < ε < 1.

Puisque lim
t→−∞

1√−t

∫ 1

ε
2

dx√
x3

= 0, il existe tε < 0 tel que pour tout t ≤ tε :

0 <
1√−t

∫ 1

ε
2

dx√
x3

≤ ε

2
;

ce qui entrâıne que pour tout t ≤ tε :

0 <

∫ t

0

dx√
1− x3t

=
∫ ε

2

0

dx√
1− x3t

+
∫ t

ε
2

dx√
1− x3t

<
ε

2
+

1√−t

∫ 1

ε
2

dx√
x3

≤ ε .

3.28 lim
t→0

∫ t

0

(x− t)2f(x) dx

t3
= lim

t→0

−2
∫ t

0

(x− t)f(x) dx

3t2

= lim
t→0

∫ t

0

f(x) dx

3t
= lim

t→0

f(t)
3

=
f(0)
3

.

3.29 Puisque pour tout t ∈ R :

f ′(t) = 2t
∫ t

0

dx

1 + t2 + x2
= 2t

(
1√

1 + t2
Arctg

x√
1 + t2

)∣∣∣∣t
0

=
2t√
1 + t2

Arctg
t√

1 + t2
,

on a lim
t→+∞ f ′(t) =

π

2
.
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3.30 Puisque pour tout |t| < π
2 :

f(t) =
∫ t

−π
2

(t− x) sin xdx+
∫ π

2

t

(x− t) sinx dx ,

on a f ′(t) =
∫ t

−π
2

sinxdx−
∫ π

2

t

sinxdx = −2 cos t.

3.31 Puisque pour tout |t| < 1 :

f ′(t) = 2t ln(1 + cos t3) + 4t3 ln(1 + cos t5)−
∫ t2

−t4

x sin(tx)
1 + cos(tx)

dx ,

f ′′(t) = 2 ln(1 + cos t3) + 12 t2 ln(1 + cos t5)

− 8t3 sin t3

1 + cos t3
− 24t7 sin t5

1 + cos t5
−

∫ t2

−t4

x2

1 + cos(tx)
dx ,

on a f ′(0) = 0 et f ′′(0) = 2 ln 2 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.
3.32 Puisque pour tout t ∈ R :

f ′(t) = sin
(
t
√
1 + t2

)
+

∫ t

0

√
1 + x2 cos

(
t
√
1 + x2

)
dx ,

f ′′(t) =
(
2
√
1 + t2 +

t2√
1 + t2

)
cos

(
t
√
1 + t2

)
−

∫ t

0

(1 + x2) sin
(
t
√
1 + x2

)
dx,

on a f ′(0) = 0 et f ′′(0) = 2 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.
3.33 Puisque la fonction sin

√
1 + t2 admet un minimum local en 0, il nous

suffit de montrer que la fonction g : R → R définie par

g(t) =
∫ t2

t3
ln
(
1 + etx

2)
dx

en admet un en ce point. En effet, pour tout t ∈ R :

g′(t) = 2t ln
(
1 + et

5)− 3t2 ln
(
1 + et

7)
+

∫ t2

t3

x2 etx
2

1 + etx2 dx ,

g′′(t) = 2 ln
(
1 + et

5)
+

12 t5 et
5

1 + et5
− 6t ln

(
1 + et

7)− 24 t8 et
7

1 + et7
+

∫ t2

t3

x4 etx
2(

1 + etx2
)2 dx ;

ce qui entrâıne que f ′(0) = 0 et f ′′(0) = 2 ln 2 > 0.
3.34 Puisque pour tout t ∈ R :

f ′(t) = t2 − t+ sin t3 − 2t(t4 − t2 + sin t5) +
∫ t

t2
x2 cos(x2t) dx ,

f ′′(t) = 2t− 1 + 3t2 cos t3 − 2(t4 − t2 + sin t5)− 2t(4t3 − 2t+ 5t4 cos t5)

+ t2 cos t3 − 2t5 cos t5 −
∫ t

t2
x4 sin(x2t) dx ,
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on a f ′(0) = 0 et f ′′(0) = −1 < 0. Par conséquent la fonction f admet un
maximum local en 0.

3.35 Puisque pour tout |t| < 1 :

f ′(t) = 2t− sin t+ ln(1 + cos t)− t sin t

1 + cos t
+ 2t ln(2 + t5)− ln(2 + t3)

+
∫ t2

t

x2

2 + x2t
dx ,

f ′′(t) = 2− cos t− sin t

1 + cos t
− (1 + cos t) sin t+ t cos t+ t

(1 + cos t)2

+ 2 ln(2 + t5) +
12 t5

2 + t5
− 4t2

2 + t3
−

∫ t2

t

x4(
2 + x2t

)2 dx ,

on a f ′(0) = 0 et f ′′(0) = 1 + 2 ln 2 > 0. Par conséquent la fonction f admet
un minimum local en 0.

3.36 Puisque pour tout t ∈ R : f ′(t) = 2tArctg t5 +
∫ t2

0

x2

1 + t2x4
dx ,

f ′ > 0 sur R
∗ et f ′(0) = 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f admet un point

d’inflexion en 0.

3.37 1) En effet, puisque pour tout x ∈ R :

f ′(t) = λ

∫ t

0

σ(x) cos λ(t− x) dx et f ′′(t) = λσ(t) − λ2

∫ t

0

σ(x) sin λ(t− x) dx,

on a bien f ′′(t) + λ2f(t) = λσ(t) et f(0) = f ′(0) = 0.

2) Posons λ = 1 et σ(t) = t5. Puisque, d’après 1), la fonction f est l’unique
solution de l’équation différentielle linéaire du second ordre y′′(t) + y(t) = t5

qui satisfait les deux conditions initiales y(0) = y′(0) = 0, on a

f(t) = −120 sin t+ 120 t− 20 t3 + t5 .

D’où
∫ 2

0

x5 sin(2− x) dx = f(2) = −120 sin 2 + 112.

3.38 En effet, puisque pour tout t > 0 :

f ′(t) = ntn−1

∫ π

0

(sinx)2n cos(t cosx) dx− tn
∫ π

0

(sinx)2n cosx sin(t cosx) dx ,

f ′′(t) = n(n− 1)tn−2

∫ π

0

(sinx)2n cos(t cosx) dx

− 2ntn−1

∫ π

0

(sinx)2n cosx sin(t cosx) dx

− tn
∫ π

0

(sinx)2n cos2 x cos(t cosx) dx ,
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on a bien

F (t) = t2f ′′(t) + tf ′(t) + (t2 − n2)f(t)

= n(n− 1)tn
∫ π

0

(sinx)2n cos(t cosx) dx

− 2ntn+1

∫ π

0

(sinx)2n cosx sin(t cosx) dx

− tn+2

∫ π

0

(sin x)2n cos2 x cos(t cosx) dx + ntn
∫ π

0

(sinx)2n cos(t cosx) dx

− tn+1

∫ π

0

(sin x)2n cosx sin(t cos x) dx+ tn+2

∫ π

0

(sin x)2n cos(t cosx) dx

− n2tn
∫ π

0

(sinx)2n cos(t cosx) dx

= tn+1

∫ π

0

(
t(sinx)2n+2 cos(t cosx)− (2n+ 1)(sinx)2n cosx sin(t cosx)

)
dx

= −tn+1(sinx)2n+1 sin(t cosx)
∣∣∣π
0
= 0 .

3.39 1) Puisque pour tout t ∈ R :

f ′(t) = 2t
√
ch t3 +

1
2

∫ t2

0

x sh tx√
ch tx

dx ,

f ′′(t) = 2
√
ch t3 +

4t3 sh t3√
ch t3

+
1
4

∫ t2

0

x2(1 + ch2 tx)√
ch3 tx

dx ,

on a f ′(0) = 0 et f ′′(0) = 2.

2) f ′(0) = 0 et f ′′(0) = 2 > 0 ⇒ f admet un minimum local en 0.

3) ∀ t, x ∈ R :
√
ch tx ≥ 1 ⇒ ∀ t ∈ R

∗ : f(t) =
∫ t2

0

√
ch tx dx > 0 = f(0).

3.40 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 3x2

(
ch

(
xy

(
1 + x3

)3
)
+ sin

(
3xy

(
1 + x3

)2
))

+
∫ 1+x3

1

(
yt3 sh(xyt3) + 3yt2 cos(3xyt2)

)
dt ,

∂f

∂y
(x, y) =

∫ 1+x3

1

(
xt3 sh(xyt3) + 3xt2 cos(3xyt2)

)
dt ,

l’équation du plan tangent à la surface z = f(x, y) au point (2, 0) est

∂f

∂x
(2, 0)(x− 2) +

∂f

∂y
(2, 0)y − (z − 8) = 12 x+ 1 456 y − z − 16 = 0 .
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3.41 En effet, ∇f(0, 0) = 0 car pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 2x ch(yx4 + x) +

∫ y2

−x2
sh(yt2 + x) dt ,

∂f

∂y
(x, y) = 2y ch(y5 + x) +

∫ y2

−x2
t2 sh(yt2 + x) dt .

Etudions la nature de ce point stationnaire. Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂2f

∂x2
(x, y) = 2 ch(yx4 + x) + 4x(2yx3 + 1) sh(yx4 + x) +

∫ y2

−x2
ch(yt2 + x) dt ,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2x5 sh(yx4 + x) + 2y sh(y5 + x) +

∫ y2

−x2
t2 ch(yt2 + x) dt ,

∂2f

∂y2
(x, y) = 2 ch(y5 + x) + 12 y5 sh(y5 + x) +

∫ y2

−x2
t4 ch(yt2 + x) dt ,

on a (
∂2f

∂x∂y
(0, 0)

)2

− ∂2f

∂x2
(0, 0)

∂2f

∂y2
(0, 0) = −4 et ∂2f

∂x2
(0, 0) = 2 > 0 ;

ce qui entrâıne que la fonction f admet un minimum local en (0, 0).

3.42 En effet, ∇f(0, 0) = 0 car pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 20 x cos y − x ln

(
2 + x4 + cos(x2y)

)
+ 2

∫ y2

x2

x3

2 + x4 + cos(ty)
dx ,

∂f

∂y
(x, y) = −10 x2 sin y + y ln(2 + x4 + cos y3)− 1

2

∫ y2

x2

t sin(ty)
2 + x4 + cos(ty)

dx .

Etudions la nature de ce point stationnaire. Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂2f

∂x2
(x, y) = 20 cos y − ln

(
2 + x4 + cos(x2y)

)− 8x4 − 2x2y sin(x2y)
2 + x4 + cos(x2y)

+ 2
∫ y2

x2

−x6 + 6x2 + 3x2 cos(ty)(
2 + x4 + cos(ty)

)2 dx ,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = −20 x siny +

x3 sin(x2y)
2 + x4 + cos(x2y)

+
4x3y

2 + x4 + cos y3

+ 2
∫ y2

x2

x3t sin(ty)(
2 + x4 + cos(ty)

)2 dx ,

∂2f

∂y2
(x, y) = −10 x2 cos y + ln(2 + x4 + cos y3)− 4y3 sin y3

2 + x4 + cos y3

− 1
2

∫ y2

x2

t2
(
1 + (2 + x4) cos(ty)

)(
2 + x4 + cos(ty)

)2 dx ,
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on a (
∂2f

∂x∂y
(0, 0)

)2

− ∂2f

∂x2
(0, 0)

∂2f

∂y2
(0, 0) = −(20− ln 3) ln 3 < 0

et
∂2f

∂x2
(0, 0) = 20− ln 3 > 0 ;

ce qui entrâıne que la fonction f admet un minimum local en (0, 0).

3.43 1) ∀x, y > 0 :

∂f

∂x
(x, y) =

∫ π
2

0

2x sin2 t

x2 sin2 t+ y2 cos2 t
dt et

∂f

∂y
(x, y) =

∫ π
2

0

2y cos2 t

x2 sin2 t+ y2 cos2 t
dt ;

ce qui entrâıne que

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) =

∫ π
2

0

2 dt = π

y
∂f

∂x
(x, y) + x

∂f

∂y
(x, y) = 2xy

∫ π
2

0

dt

x2 sin2 t+ y2 cos2 t

= 2xy
∫ +∞

0

ds

x2s2 + y2
= π

avec s = tg t. Ainsi, en résolvant ce système par rapport aux dérivées partielles,
on obtient que pour x �= y :

∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂y
(x, y) =

π

x+ y
.

Pour x = y :

∂f

∂x
(x, x) =

2
x

∫ π
2

0

sin2 t dt =
π

2x
et

∂f

∂y
(x, x) =

2
x

∫ π
2

0

cos2 t dt =
π

2x
.

2) Puisque pour tout x, y > 0 :
∂f

∂x
(x, y) =

π

x+ y
,

il existe une fonction h : ]0,+∞[ → R de classe C1 telle que pour tout x, y > 0 :

f(x, y) = π ln(x+ y) + h(y) .

Ainsi, puisque pour tout y > 0 : h(y) = f(1, y)− π ln(1 + y), on a

h′(y) =
∂f

∂y
(1, y)− π

1 + y
= 0 .

Par conséquent h est une fonction constante. Comme de plus

h(1) = f(1, 1)− π ln 2 = −π ln 2 ,

on obtient finalement que pour tout x, y > 0 :

f(x, y) = π ln(x+ y) + h(y) = π ln
(
x+ y

2

)
.
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3.44 1) D’une part, en posant x = 1 dans l’exercice précédent, on a

lim
y→0+

g(y) = π lim
y→0+

ln
(
1 + y

2

)
= −π ln 2 .

D’autre part, lim
y→0+

g(y) =
∫ π

2

0+

ln sin2 t dt .

En effet, puisque pour tout 0 < t ≤ π
2 : ln sin t = ln sin t

t + ln t, l’intégrale

généralisée
∫ π

2

0+

ln sin2 t dt converge ; ce qui permet d’écrire que pour tout y > 0 :

0 < g(y)−
∫ π

2

0+

ln sin2 t dt =
∫ π

2

0+

ln(1 + y2 cotg2 t) dt

= y

∫ +∞

0

ln(1 + s2)
y2 + s2

ds = y

∫ 1

0

ln(1 + s2)
y2 + s2

ds+ y

∫ +∞

1

ln(1 + s2)
y2 + s2

ds

≤ y + y

∫ +∞

1

ln 2s2

s2
ds ≤ y + y(2 + ln 2)

avec s = y cotg t.

2) De 1), on déduit immédiatement que

∫ π
2
−

0

ln cos t dt =
∫ π

2

0+

ln sin t dt =
1
2

∫ π
2

0+

ln sin2 t dt = −π ln
√
2 .

et ∫ π
2
−

0+

ln tg t dt =
∫ π

2

0+

ln sin t dt−
∫ π

2
−

0

ln cos t dt = 0 .

3.45 Soit f : R+ × R+ → R la fonction définie par f(x, y) = e−xyh(x).

1a) La fonction f est continue.

1b) Puisque pour tout y > 0 :

∫ +∞

0

∣∣e−xyh(x)
∣∣ dx ≤

∫ +∞

0

e−xy dx =
−1
y

e−xy

∣∣∣∣+∞

0

=
1
y

et
∫ +∞

0+

sinx

x
dx converge, l’intégrale généralisée

∫ +∞

0

e−xyh(x) dx converge

pour tout y ≥ 0.
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z = e−xyh(x)

y

x

1c) Soit ε > 0. Alors, pour tout y ≥ 0 :∫ +∞

2
ε

e−xyh(x) dx =
∫ +∞

2
ε

e−xy sinx

x
dx

= −e−xy cosx
x

∣∣∣+∞
2
ε

−
∫ +∞

2
ε

(1 + xy) e−xy

x2
cosxdx ;

ce qui entrâıne, puisque pour tout t ≥ 0 : 1 + t ≤ et, que∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

2
ε

e−xyh(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
+

∫ +∞

2
ε

dx

x2
= ε .

On a ainsi démontré que la fonction g est continue. De plus, il découle de 1b)
que lim

y→+∞ g(y) = 0.

2a) Puisque pour tout x ≥ 0 et y > 0 :
∂f

∂y
(x, y) = −x e−xyh(x), la fonction

∂f

∂y
: R+ × R

∗
+ → R est continue.

2b) Soit y > 0. Puisque∫ +∞

0

∣∣−x e−xyh(x)
∣∣ dx ≤

∫ +∞

0

e−xy dx =
−1
y

e−xy

∣∣∣∣+∞

0

=
1
y
,

l’intégrale généralisée
∫ +∞

0

−x e−xyh(x) dx converge.
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2c) Puisque pour tout ε, y > 0, les relations β ≥ 4
y2ε et t > y

2 impliquent∫ +∞

β

∣∣−x e−xth(x)
∣∣ dx ≤

∫ +∞

β

e−xt dx =
−1
t

e−xt

∣∣∣∣+∞

β

=
1
t
e−βt < ε .

On a ainsi démontré que pour tout y > 0 :

g′(y) =
∫ +∞

0

−x e−xyh(x) dx = −
∫ +∞

0

e−xy sinxdx =
−1

1 + y2
.

3) Des résultats précédents, on déduit que pour tout y ≥ 0 :

g(y) = c−Arctg y

et c = lim
y→+∞

(
g(y) + Arctg y

)
=

π

2
.

4) g(0) =
∫ +∞

0

h(x) dx =
∫ +∞

0+

sinx

x
dx =

π

2
.

3.46 1) Puisque pour tout x ∈ R :

f ′(x) + g′(x) = 2 e−x2
∫ x

0

e−t2 dt− 2 e−x2
∫ 1

0

x e−(xt)2 dt

= 2 e−x2
∫ x

0

e−t2 dt− 2 e−x2
∫ x

0

e−s2 ds = 0 ,

on a f(x) + g(x) = f(0) + g(0) =
∫ 1

0

dt

1 + t2
=

π

4
.

2) En remarquant que pour tout x ∈ R : 0 < g(x) =
∫ 1

0

e−x2(t2+1)

t2 + 1
dt < e−x2

,

on a lim
x→+∞ g(x) = 0. Par conséquent

∫ +∞

0

e−t2 dt = lim
x→+∞

√
f(x) = lim

x→+∞

√
π

4
− g(x) =

√
π

2
.

3.47 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∇f(x, y) =
(
y3 +

2x3

1 + x4 + 2y2
, 3xy2 +

2y
1 + x4 + 2y2

)
,

on a
∂f

∂v
(1, 1) =

〈∇f(1, 1) , v
〉
=

33
10

.

3.48 1) Direction sud-ouest : v =
(−1√

2
, −1√

2

)
et pour tout (x, y) ∈ R

2 :
∇h(x, y) = (−4x,−2y). D’où

h′
v(0) =

∂h

∂v
(30,−2) = 〈∇h(30,−20) , v

〉
=

80√
2

> 0 .

La pente étant positive, on monte.
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2) La pente la plus raide au point Q est donnée par les directions

v = ± ∇h(30,−20)∥∥∇h(30,−20)∥∥ = ±
( −3√

10
,

1√
10

)
.

• Dans la direction v =
( −3√

10
, 1√

10

)
, la pente est la plus raide pour monter.

• Dans la direction v =
(

3√
10

, −1√
10

)
, la pente est la plus raide pour descendre.

• Au point Q, la pente est nulle pour les deux directions opposées

v = ±
(

1√
10

,
3√
10

)
.

3.49 1) Direction nord-ouest : v =
(−1√

2
, 1√

2

)
et pour tout (x, y) ∈ R

2 :

∇p(x, y) =
(
4x3y2 +

8x
1 + 4x2 + 5y2

, 2x4y +
10y

1 + 4x2 + 5y2

)
.

D’où
p′v(0) =

∂p

∂v
(1, 2) =

〈∇p(1, 2) , v
〉
=

−288
25

√
2

< 0 .

La pente étant négative, on descend.
2) La pente la plus raide au point Q est donnée par les directions

v = ± ∇p(1, 2)∥∥∇h(1, 2)
∥∥ = ±

(
51√
2 826

,
15√
2 826

)
.

• Dans la direction v =
(

51√
2 826

, 15√
2 826

)
, la pente est la plus raide pour

monter.

• Dans la direction v =
( −51√

2 826
, −15√

2 826

)
, la pente est la plus raide pour

descendre.

• Au point Q, la pente est nulle pour les deux directions opposées

v = ±
( −15√

2 826
,

51√
2 826

)
.

3.50 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = −2x+ 2y + ex+y(cos x2 − 2x sinx2) ,

∂f

∂y
(x, y) = 2x+ ex+y cosx2,

∂2f

∂x2
(x, y) = −2 + ex+y(cosx2 − 4x sinx2 − 2 sinx2 − 4x2 cosx2) ,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2 + ex+y(cosx2 − 2x sinx2) et

∂2f

∂y2
(x, y) = ex+y cosx2 ,

on a P2(0, 0) = 1 + x+ y − x2

2
+ 3xy +

y2

2
.
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3.51 1) Supposons que f : R
2 → R soit une telle fonction. Alors, il existe une

fonction γ : R → R de classe C1 telle que pour tout (x, y) ∈ R
2 :

f(x, y) =
∫ x

0

g(t, y) dt+ γ(y) ;

ce qui entrâıne que

h(x, y) =
∂f

∂y
(x, y) =

∫ x

0

∂g

∂y
(t, y) dt+ γ′(y) =

∫ x

0

∂h

∂x
(t, y) dt+ γ′(y)

= h(x, y)− h(0, y) + γ′(y) .

Ainsi, pour tout y ∈ R : γ′(y) =
∫ y

0

h(0, t) dt+ cste. Par conséquent toutes les

fonctions f cherchées sont de la forme

f(x, y) =
∫ x

0

g(t, y) dt+
∫ y

0

h(0, t) dt+ cste .

2) Oui, d’après le théorème de Schwarz.

3.52 En posant pour tout (x, y) ∈ R
2 :

g(x, y) = 3y2 − y3 + 2xArctg x et h(x, y) = 6xy − 3xy2 +
2y

1 + y2

et en constatant que ∂g
∂y (x, y) =

∂h
∂x (x, y) = 6y − 3y2, on peut écrire, grâce à

l’exercice précédent, que

f(x, y) =
∫ x

0

g(t, y) dt+
∫ y

0

h(0, t) dt+ cste

= 3xy2 − xy3 − x+ (x2 + 1)Arctg x+ ln(1 + y2) + cste .

3.53 Supposons que f : R
2 → R soit une telle fonction et considérons la

fonction auxiliaire F : R
2 → R définie par

F (u, v) = f

(
x =

u+ v

2b
, y =

u− v

2a

)
.

Alors, pour tout (u, v) ∈ R
2 :

∂F

∂u
(u, v) =

1
2ab

(
a
∂f

∂x

(
u+ v

2b
,
u− v

2a

)
+ b

∂f

∂y

(
u+ v

2b
,
u− v

2a

))
= 0 ;

ce qui donne, en intégrant par rapport à u, que F (u, v) = g(v) où g : R → R

est une fonction de classe C1. Par conséquent toutes les fonctions f : R
2 → R

cherchées sont de la forme

f(x, y) = g(bx− ay) avec g ∈ C1 .
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3.54 Supposons que f : R
∗
+ ×R → R soit une telle fonction et considérons la

fonction auxiliaire F : ]0,+∞[× ]−π
2 ,

π
2

[ → R définie par

F (r, θ) = f(x = r cos θ, y = r sin θ) .

Alors, pour tout (r, θ) ∈ ]0,+∞[× ]−π
2 ,

π
2

[
:

∂F

∂θ
(r, θ) = −(r sin θ)

∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ) + (r cos θ)

∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ)

= aF (r, θ) ;

ce qui donne, en intégrant par rapport à θ, que F (r, θ) = g(r) eaθ où
g : ]0,+∞[→ R est une fonction de classe C1.
Par conséquent toutes les fonctions f : R

2 → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = g
(√

x2 + y2
)
eaArctg

y
x avec g ∈ C1 .

3.55 Supposons que f : R
∗
+ ×R → R soit une telle fonction et considérons la

fonction auxiliaire F : ]0,+∞[× ]−π
2 ,

π
2

[ → R définie par

F (r, θ) = f(x = r cos θ, y = r sin θ) .

Alors, pour tout (r, θ) ∈ ]0,+∞[× ]−π
2 ,

π
2

[
:

r
∂F

∂r
(r, θ) = (r cos θ)

∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ) + (r sin θ)

∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ) = 0

ou encore
∂F

∂r
(r, θ) = 0 ;

ce qui donne, en intégrant par rapport à r, que F (r, θ) = g(θ) où g : ]0,+∞[
→ R est une fonction de classe C1.
Par conséquent toutes les fonctions f : R

2 → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = g
(
Arctg

y

x

)
avec g ∈ C1

ou plus simplement

f(x, y) = h
( y

x

)
avec h ∈ C1 .

D’après le théorème d’Euler, f est homogène de degré 0.
Remarque : Comme la relation d’Euler est une condition nécessaire et suffisante,
il découle de cet exercice que toutes les fonctions homogènes f de degré 0 sur
R

∗
+ × R sont de la forme f(x, y) = h

(
y
x

)
avec h ∈ C1.

3.56 Supposons que f : R
2 → R soit une telle fonction et considérons la

fonction auxiliaire F : R
2 → R définie par

F (u, v) = f

(
x =

u+ v

2
, y =

−u+ v

2

)
.
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Alors, pour tout (u, v) ∈ R
2 :

∂F

∂u
(u, v) =

1
2

(
∂f

∂x

(
u+ v

2
,
−u+ v

2

)
− ∂f

∂y

(
u+ v

2
,
−u+ v

2

))
= 0 ;

ce qui donne, en intégrant par rapport à u, que F (u, v) = g(v) où g : R → R

est une fonction de classe C1.

Par conséquent toutes les fonctions f : R
2 → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = g(x+ y) avec g ∈ C1 .

3.57 Supposons que f : R
3 → R soit une telle fonction et considérons la

fonction auxiliaire F : R
3 → R définie par

F (u, v, w) = f(x = u, y = u+ v, z = u+ w) .

Alors, pour tout (u, v, w) ∈ R
2 :

∂F

∂u
(u, v, w)

=
∂f

∂x
(u, u+ v, u+ w) +

∂f

∂y
(u, u+ v, u+ w) +

∂f

∂z
(u, u+ v, u + w) = 0 ;

ce qui donne, en intégrant par rapport à u, que F (u, v, w) = g(v, w) où
g : R

2 → R est une fonction de classe C1.

Par conséquent toutes les fonctions f : R
3 → R cherchées sont de la forme

f(x, y, z) = g(y − x, z − x) avec g ∈ C1 .

3.58 Pour tout (x, y) ∈ R
∗
+ × R :

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = xh′(x) =

1√
1 + x4

⇐⇒ h′(x) =
1

x
√
1 + x4

.

Ainsi, puisque pour tout x > 0 :

h(x) =
∫ x dt

t
√
1 + t4

=
1
4

∫ x 4t3

t4
√
1 + t4

dt =
1
4

∫ x4
ds

s
√
1 + s

=
1
2

∫ √
1+x4

du

u2 − 1
=

1
4
ln

∣∣∣∣u− 1
u+ 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√

1+x4

=
1
2
ln

x2

√
1 + x4 + 1

+ cste ,

on obtient que toutes les fonctions f : R
∗
+ × R → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = g
(y

x

)
+

1
2
ln

x2

√
1 + x4 + 1

+ cste avec g ∈ C1.
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3.59 Pour tout x, y > 0 :

x
∂f

∂x
(x, y) − y

∂f

∂y
(x, y) = −2 y

x
h′
(y

x

)
= −2 ln y

x
⇐⇒ h′

(y

x

)
=

x

y
ln

y

x
.

Ainsi, puisque pour tout t > 0 :

h(t) =
∫ t ln s

s
ds =

1
2
ln2 s

∣∣∣∣t = 1
2
ln2 t+ cste ,

on obtient que toutes les fonctions f : R
∗
+×R

∗
+ → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = g(xy) +
1
2
ln2 y

x
+ cste avec g ∈ C1.

3.60 Puisque pour tout (x, y) ∈ E :

∂

∂x

(
f(x+ y)
x+ y

)
+

∂

∂y

(
f(x+ y)
x+ y

)
= 2

(x+ y) f ′(x+ y)− f(x+ y)
(x+ y)2

= 4 ln(1 + x+ y) ,

on obtient que pour tout t > 0 :

f ′(t)− 1
t
f(t) = 2t ln(1 + t) ou encore f(t) = ct− t2 + t(t+ 1) ln(1 + t) ,

où c est une constante.

3.61 Pour tout x, y > 0 :

x
∂2f

∂x2
(x, y) + y

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2xg(y) + 2xyg′(y) = 2xy2 ln y

⇐⇒ g′(y) +
1
y
g(y) = y ln y .

Ainsi, puisque pour tout y > 0 : g(y) = c
y − y2

9 (1−3 ln y), on obtient que toutes
les fonctions f : R

∗
+ × R

∗
+ → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = x2 g(y) = c
x2

y
− x2y2

9
(1− 3 ln y)

où c est une constante.

3.62 Pour tout (x, y) ∈ R
∗
+ × R :

y
∂2f

∂y2
(x, y) + x

∂2f

∂x∂y
(x, y) = − 1

x
g′
(y

x

)
=

y

x2
⇐⇒ g′

(y

x

)
= − y

x
.

Ainsi, puisque pour tout t ∈ R : g(t) = − t2

2 + cste, on obtient que toutes les
fonctions f : R

∗
+ × R → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = g
(y

x

)
+ h(x) = − y2

2x2
+ h(x) avec h ∈ C1.
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3.63 Pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂2f

∂x∂y
(x, y)− 4x3 ∂f

∂y
(x, y) =

∂

∂y

(
∂f

∂x
(x, y) − 4x3 f(x, y)

)
= 0

⇐⇒ ∂f

∂x
(x, y)− 4x3 f(x, y) = g(x)

où g : R → R est une fonction de classe C1 quelconque. Par conséquent toutes
les fonctions f : R

2 → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = ex
4
h(y) + ex

4
∫ x

0

e−t4 g(t) dt avec h ∈ C2 .

3.64 Pour tout (x, y) ∈ R × R
∗
+ :

∂2f

∂x2
(x, y) + y

∂2f

∂x∂y
(x, y) + y2 ∂

2f

∂y2
(x, y)

= y3 g′′(x) + 3y3 g′(x) + 6y3 g(x) = y3 sin 5x
⇐⇒ g′′(x) + 3g′(x) + 6g(x) = sin 5x .

Ainsi, puisque pour tout x ∈ R :

g(x) = c1 e−
3
2x cos

√
15
2

x+ c2 e−
3
2x sin

√
15
2

x− 1
586

(15 cos 5x+ 19 sin 5x) ,

on obtient que toutes les fonctions f : R
∗
+ × R → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = c1y
3 e−

3
2x cos

√
15
2

x

+ c2y
3 e−

3
2x sin

√
15
2

x− y3

586
(15 cos 5x+ 19 sin 5x)

où c1, c2 sont deux constantes.

3.65 Pour tout (x, y) ∈ R
∗
+×R

∗
+ :

x2 ∂f

∂x
(x, y)− x

∂2f

∂x∂y
(x, y)

= −g(xy) + xy g′(xy)− xy g′′(xy) = −g(xy) + x2y2

⇐⇒ g′′(xy)− g′(xy) = −xy .

Ainsi, puisque pour tout t > 0 : g(t) = c1 et + t2

2 + t + c2 où c1, c2 sont deux
constantes, on obtient que toutes les fonctions f : R

∗
+×R

∗
+ → R cherchées sont

de la forme

f(x, y) =
1
x

g(xy) =
c1
x

exy +
xy2

2
+ y +

c2
x

.

3.66 Supposons que f : R
2 → R soit une telle fonction et considérons la

fonction auxiliaire F : R
2 → R définie par

F (u, v) = f

(
x =

u− v

2λ
, y =

u+ v

2

)
.
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Alors, pour tout (u, v) ∈ R
2 :

∂2F

∂u∂v
(u, v) = − 1

4λ2

(
∂2f

∂x2

(
u− v

2λ
,
u+ v

2

)
− λ2 ∂

2f

∂y2

(
u− v

2λ
,
u+ v

2

))
= 0 ;

ce qui donne, en intégrant d’abord par rapport à u puis par rapport à v, que
F (u, v) = g(u) + h(v) où g, h : R → R sont deux fonctions de classe C2.
Par conséquent toutes les fonctions f : R

2 → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = g(λx+ y) + h(−λx+ y) avec g, h ∈ C2 .

3.67 Supposons que f : R
2 → R soit une telle fonction et considérons la

fonction auxiliaire F : R
2 → R définie par

F (u, v) = f

(
x =

u− v

α− β
, y =

−βu+ αv

α− β

)
.

Alors, pour tout (u, v) ∈ R
2 :

∂2F

∂u∂v
(u, v)

= − a

4(b2 − ac)

(
a
∂2f

∂x2

(
u− v

α− β
,
−βu+ αv

α− β

)
+ 2b

∂2f

∂x∂y

(
u− v

α− β
,
−βu+ αv

α− β

)
+c

∂2f

∂y2

(
u− v

α− β
,
−βu+ αv

α− β

))
= 0 ;

ce qui donne, en intégrant d’abord par rapport à u puis par rapport à v, que
F (u, v) = g(u) + h(v), où g, h : R → R sont deux fonctions de classe C2.
Par conséquent toutes les fonctions f : R

2 → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = g(αx+ y) + h(βx+ y) avec g, h ∈ C2 .

3.68 Supposons que f : R
∗
+ ×R → R soit une telle fonction et considérons la

fonction auxiliaire F : R
2 → R définie par

F (u, v) = f(x = u, y = uv) .

Alors, pour tout (u, v) ∈ R
∗
+ × R :

u2 ∂
2F

∂u2
(u, v) = u2 ∂

2f

∂x2
(u, uv) + 2u2v

∂2f

∂x∂y
(u, uv) + u2v2 ∂

2f

∂y2
(u, uv) = 0

⇐⇒ ∂2F

∂u2
(u, v) = 0 ;

ce qui donne, en intégrant deux fois par rapport à u, que F (u, v) = ug(v)+h(v),
où g, h : R → R sont deux fonctions de classe C2.
Par conséquent toutes les fonctions f : R

2 → R cherchées sont de la forme

f(x, y) = xg
(y

x

)
+ h

(y

x

)
avec g, h ∈ C2 .
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3.69 1) Soit (x, y) ∈ R
∗
+ ×R et γ : ]0,+∞[ → R la fonction auxiliaire définie

par γ(t) = f(tx, ty) = tαf(x, y). Ainsi, pour tout t > 0 :

γ′(t) = x
∂f

∂x
f(tx, ty) + y

∂f

∂y
f(tx, ty) = αtα−1f(x, y) ,

γ′′(t) = x2 ∂
2f

∂x2
f(tx, ty) + 2xy

∂2f

∂x∂y
f(tx, ty) + y2 ∂

2f

∂y2
f(tx, ty)

= α(α − 1)f(x, y) ;

ce qui donne, en prenant t = 1,

x2 ∂
2f

∂x2
f(x, y) + 2xy

∂2f

∂x∂y
f(x, y) + y2∂

2f

∂y2
f(x, y) = α(α− 1)f(x, y) .

2a) En utilisant 1) et l’exercice précédent, on obtient que toutes les fonctions
f : R

∗
+ × R → R de classe C2, homogène de degré 0 sont de la forme

f(x, y) = h
(y

x

)
avec g ∈ C2.

2b) En utilisant 1) et l’exercice précédent, on obtient que toutes les fonctions
f : R

∗
+ × R → R de classe C2, homogène de degré 1 sont de la forme

f(x, y) = xg
(y

x

)
avec g ∈ C2 .

3.70 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 : ∆f(x, y) = g′′(x)h(y) + g(x)h′′(y) = 0,

on a, grâce aux conditions initiales, que

g′′(x) − g(x) = 0 et h′′(y) + h(y) = 0 ou encore g(x) = chx et h(y) = cos y .

3.71 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
∗
+ × R :

∂2f

∂x2
(x, y) +

1
x

∂f

∂x
(x, y) +

1
x2

∂2f

∂y2
(x, y)

=
(
g′′(x) +

1
x
g′(x)

)
h(y) +

1
x2

g(x)h′′(y) = 0 ,

il suffit de prendre g′′(x) + 1
xg

′(x) = 0 et h′′(y) = 0. Ainsi, en tenant compte
des conditions initiales, les deux fonctions g : R

∗
+ → R et h : R → R définies

par g(x) = lnx et h(y) = y répondent à la question.

3.72 Posons pour tout (x, y, z) ∈ R
3 \ {

(0, 0, 0)
}
:

g(x, y, z) = f
(
r =

√
x2 + y2 + z2

)
.

1) Pour tout r = (x, y, z) �= 0 : ∇f(r) = ∇g(x, y, z) = f ′(r)
r
r
.

2) Pour tout r = (x, y, z) �= 0 : ∆f(r) = ∆g(x, y, z) = f ′′(r) +
2
r
f ′(r).
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3) Pour tout r > 0 : ∆f(r) = f ′′(r) +
2
r
f ′(r) = 0 ⇐⇒ f(r) =

c1
r
+ c2

où c1, c2 sont deux constantes.

3.73 Puisque pour tout (r, θ) ∈ R
2 :

∂g

∂r
(r, θ) =

∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ) cos θ +

∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ) sin θ ,

∂2g

∂r2
(r, θ) =

∂2f

∂x2
(r cos θ, r sin θ) cos2 θ +

∂2f

∂x∂y
(r cos θ, r sin θ) sin 2θ

+
∂2f

∂y2
(r cos θ, r sin θ) sin2 θ ,

∂2g

∂θ2
(r, θ) = −r

∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ) cos θ + r2 ∂

2f

∂x2
(r cos θ, r sin θ) sin2 θ

− r2 ∂2f

∂x∂y
(r cos θ, r sin θ) sin 2θ − r

∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ) sin θ

+ r2 ∂
2f

∂y2
(r cos θ, r sin θ) cos2 θ ,

on a ∆f(r cos θ, r sin θ) =
∂2g

∂r2
(r, θ) +

1
r

∂g

∂r
(r, θ) +

1
r2

∂2g

∂θ2
(r, θ).

3.74 Puisque pour tout (r, θ) ∈ R
∗
+ × ]−π

2 ,
π
2

[
: g(r, θ) = f1(r) + f2(θ), la

fonction f est harmonique sur R
∗
+ × R si et seulement si

f ′′
1 (r) +

1
r
f ′
1(r) +

1
r2

f ′′
2 (θ) = 0 ⇐⇒ r2f ′′

1 (r) + rf ′
1(r) = α et f ′′

2 (θ) = −α

où α est une constante. Par conséquent toutes les fonctions f1 : R
∗
+ → R et

f2 :
]−π

2 ,
π
2

[ → R sont de la forme

f1(r) = a ln r +
α

2
ln2 r + b et f2(θ) = −α

2
θ2 + cθ + d

où a, b, c et d sont quatre constantes.
3.75 Puisque pour tout (r, θ, z) ∈ R

3 :

∂g

∂r
(r, θ, z) =

∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ, z) cos θ +

∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ, z) sin θ ,

∂2g

∂r2
(r, θ, z) =

∂2f

∂x2
(r cos θ, r sin θ, z) cos2 θ +

∂2f

∂x∂y
(r cos θ, r sin θ, z) sin 2θ

+
∂2f

∂y2
(r cos θ, r sin θ, z) sin2 θ ,

∂2g

∂θ2
(r, θ, z) = −r

∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ, z) cos θ + r2 ∂

2f

∂x2
(r cos θ, r sin θ, z) sin2 θ

− r2 ∂2f

∂x∂y
(r cos θ, r sin θ, z) sin 2θ − r

∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ, z) sin θ

+ r2 ∂
2f

∂y2
(r cos θ, r sin θ, z) cos2 θ ,

∂2g

∂z2
(r, θ, z) =

∂2f

∂z2
(r cos θ, r sin θ, z) ,



122 Solutions

on a

∆f(r cos θ, r sin θ, z)

=
∂2g

∂r2
(r, θ, z) +

1
r

∂g

∂r
(r, θ, z) +

1
r2

∂2g

∂θ2
(r, θ, z) +

∂2g

∂z2
(r, θ, z) .

3.76 Dans le seul but de simplifier l’écriture, posons

γ(r, β, θ) = (r sinβ cos θ, r sinβ sin θ, r cosβ) .

Ainsi, puisque pour tout (r, β, θ) ∈ R
3 :

∂g

∂r

(
γ(r, β, θ)

)
=

∂f

∂x

(
γ(r, β, θ)

)
sinβ cos θ +

∂f

∂y

(
γ(r, β, θ)

)
sinβ sin θ

+
∂f

∂z

(
γ(r, β, θ)

)
cosβ ,

∂2g

∂r2

(
γ(r, β, θ)

)
=

∂2f

∂x2

(
γ(r, β, θ)

)
sin2 β cos2 θ +

∂2f

∂x∂y

(
γ(r, β, θ)

)
sin2 β sin 2θ

+
∂2f

∂x∂z

(
γ(r, β, θ)

)
sin 2β cos θ +

∂2f

∂y2

(
γ(r, β, θ)

)
sin2 β sin2 θ

+
∂2f

∂y∂z

(
γ(r, β, θ)

)
sin 2β sin θ +

∂2f

∂z2

(
γ(r, β, θ)

)
cos2 β ,

∂g

∂β

(
γ(r, β, θ)

)
= r

∂f

∂x

(
γ(r, β, θ)

)
cosβ cos θ + r

∂f

∂y

(
γ(r, β, θ)

)
cosβ sin θ

− r
∂f

∂z

(
γ(r, β, θ)

)
sinβ ,

∂2g

∂β2

(
γ(r, β, θ)

)
= −r

∂f

∂x

(
γ(r, β, θ)

)
sinβ cos θ − r

∂f

∂y

(
γ(r, β, θ)

)
sinβ sin θ

− r
∂f

∂z

(
γt(r, β, θ)

)
cosβ + r2 ∂

2f

∂x2

(
γ(r, β, θ)

)
cos2 β cos2 θ

+ r2 ∂2f

∂x∂y

(
γ(r, β, θ)

)
cos2 β sin 2θ − r2 ∂2f

∂x∂z

(
γ(r, β, θ)

)
sin 2β cos θ

+ r2 ∂
2f

∂y2

(
γ(r, β, θ)

)
cos2 β sin2 θ − r2 ∂2f

∂y∂z

(
γ(r, β, θ)

)
sin 2β sin θ

+ r2 ∂
2f

∂z2

(
γ(r, β, θ)

)
sin2 β ,

∂2g

∂θ2

(
γ(r, β, θ)

)
= −r

∂f

∂x

(
γ(r, β, θ)

)
sinβ cos θ − r

∂f

∂y

(
γ(r, β, θ)

)
sinβ sin θ

+ r2 ∂
2f

∂x2

(
γ(r, β, θ)

)
sin2 β sin2 θ − r2 ∂2f

∂x∂y

(
γ(r, β, θ)

)
sin2 β sin 2θ

+ r2 ∂
2f

∂y2

(
γ(r, β, θ)

)
sin2 β cos2 θ ,
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on a

∆f
(
γ(r, β, θ)

)
=

∂2g

∂r2
(r, β, θ) +

2
r

∂g

∂r
(r, β, θ) +

1
r2

∂2g

∂β2
(r, β, θ)

+
1

r2 sin2 β

∂2g

∂θ2
(r, β, θ) +

cotg β

r2

∂g

∂β
(r, β, θ) .

3.77 Soit f : R
2 → R la fonction définie par f(x, y) = x2 + 2 ey + sinxy − 2.

Alors, pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂y
(x, y) = 2 ey + x cosxy .

Ainsi, puisque f(0, 0) = 0 et ∂f
∂y (0, 0) = 2 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : ]−δ, δ[→ R telle que φ(0) = 0 et pour tout |x| < δ : f

(
x, φ(x)

)
= 0.

De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 2x+ y cosxy et

∂2f

∂x2
(x, y) = 2− y2 sinxy .

Par conséquent φ′(0) = 0 et φ′′(0) = −1 < 0 ; ce qui entrâıne que la fonction φ
admet un maximum local en 0.

3.78 Soit f : R
2 → R la fonction définie par f(x, y) = exy+ y2−x−2. Alors,

pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂y
(x, y) = x exy + 2y .

Ainsi, puisque f(0, 1) = 0 et ∂f
∂y (0, 1) = 2 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : ]−δ, δ[→ R telle que φ(0) = 1 et pour tout |x| < δ : f

(
x, φ(x)

)
= 0.

De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = y exy − 1 et

∂2f

∂x2
(x, y) = y2 exy .

Par conséquent φ′(0) = 0 et φ′′(0) = − 1
2 < 0 ; ce qui entrâıne que la fonction φ

admet un maximum local en 0.

3.79 Soit f : R
2 → R la fonction définie par f(x, y) = 1− y2 + x2y ey. Alors,

pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂y
(x, y) = −2y + x2 ey + x2y ey .

Ainsi, puisque f(0, 1) = 0 et ∂f
∂y (0, 1) = −2 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : ]−δ, δ[→ R telle que φ(0) = 1 et pour tout |x| < δ : f

(
x, φ(x)

)
= 0.

De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 2xy ey et

∂2f

∂x2
(x, y) = 2y ey .
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Par conséquent φ′(0) = 0 et φ′′(0) = e > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction φ
admet un minimum local en 0.

3.80 Soit f : R
2 → R la fonction définie par f(x, y) = x3 + y3 − x2y − 1.

Alors, pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂y
(x, y) = 3y2 − x2 .

Ainsi, puisque f(0, 1) = 0 et ∂f
∂y (0, 1) = 3 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : ]−δ, δ[→ R telle que φ(0) = 1 et pour tout |x| < δ : f

(
x, φ(x)

)
= 0.

De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 3x2 − 2xy et

∂2f

∂x2
(x, y) = 6x− 2y .

Par conséquent φ′(0) = 0 et φ′′(0) = 2
3 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction φ

admet un minimum local en 0.
3.81 Soit f : R

2 → R la fonction définie par

f(x, y) = x2 − 2x− y − cosπy2 + ln
1 + y4

2
+ ex(y−1) .

Alors, pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂y
(x, y) = −1+2πy sinπy2+

4y3

1 + y4
+x ex(y−1) .

Ainsi, puisque f(1, 1) = 0 et ∂f
∂y (1, 1) = 2 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : ]1− δ, 1 + δ[ → R telle que φ(1) = 1 et pour tout |x − 1| < δ :
f
(
x, φ(x)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y) ∈ R

2 :

∂f

∂x
(x, y) = 2x− 2 + (y − 1) ex(y−1) et

∂2f

∂x2
(x, y) = 2 + (y − 1)2 ex(y−1) .

Par conséquent φ′(1) = 0 et φ′′(1) = −1 < 0 ; ce qui entrâıne que la fonction φ
admet un maximum local en 1.

3.82 Soit f : R
2 → R la fonction définie par

f(x, y) = cos(x2 + y) + sin(x+ y) + ex
3y − 2 .

Alors, pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂y
(x, y) = − sin(x2 + y) + cos(x+ y) + x3 ex

3y .

Ainsi, puisque f
(
0, π2

)
= 0 et ∂f

∂y

(
0, π2

)
= −1 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : ]−δ, δ[→ R telle que φ(0) = π

2 et pour tout |x| < δ : f
(
x, φ(x)

)
= 0.

De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = −2x sin(x2 + y) + cos(x+ y) + 3x2y ex

3y ,

∂2f

∂x2
(x, y) = −2 sin(x2 + y)− 4x2 cos(x2 + y)

− sin(x+ y) + 6xy ex
3y + 9x4y2 ex

3y .
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Par conséquent φ′(0) = 0 et φ′′(0) = −3 < 0 ; ce qui entrâıne que la fonction φ
admet un maximum local en 0.

3.83 Soit f : R
∗
+ × R → R la fonction définie par f(x, y) = ln x + e

y
x − 1.

Alors, pour tout (x, y) ∈ R
∗
+ × R :

∂f

∂y
(x, y) =

e
y
x

x
.

Ainsi, puisque f(1, 0) = 0 et ∂f
∂y (1, 0) = 1 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : ]1− δ, 1 + δ[ → R telle que φ(1) = 0 et pour tout |x − 1| < δ :
f
(
x, φ(x)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y) ∈ R

∗
+ × R :

∂f

∂x
(x, y) =

1
x
− y

x2
e
y
x ;

ce qui entrâıne que φ′(1) = −1. Par conséquent l’équation de la tangente à la
courbe y = φ(x) en 1 est y = φ′(1)(x− 1) = −x+ 1.

3.84 D’une part, puisque f(a, b) = 0 et ∂f
∂y (a, b) �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : ]a− δ, a+ δ[ → R telle que φ(a) = b et pour tout |x − a| < δ :
f
(
x, φ(x)

)
= 0. De plus, φ ∈ C1 et pour tout |x− a| < δ :

∂f

∂x

(
x, φ(x)

)
+ φ′(x)

∂f

∂y

(
x, φ(x)

)
= 0 .

D’autre part, la fonction f étant homogène de degré α, on a, d’après la relation
d’Euler, que pour tout (x, y) ∈ A :

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = αf(x, y) ;

ce qui entrâıne que pour tout |x− a| < δ :

x
∂f

∂x

(
x, φ(x)

)
+ φ(x)

∂f

∂y

(
x, φ(x)

)
= 0 .

Considérons à présent, la fonction auxiliaire g : ]a− δ, a+ δ[ → R définie par

g(x) =
∂f

∂y

(
x, φ(x)

)
.

Ainsi, puisque cette fonction est continue et ag(a) �= 0, il existe un nombre
0 < β ≤ δ tel que pour tout |x− a| < β : xg(x) �= 0. Par conséquent pour tout
|x− a| < β :

φ′(x)− 1
x
φ(x) = 0 et φ(a) = b ou encore φ(x) =

b

a
x .

3.85 φ(x) = −x.
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3.86 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = 3x2 + 6y2 + z5 − 2z4 + 1 .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = 5z4 − 8z3 .

Ainsi, puisque f(0, 0, 1) = 0 et ∂f
∂z (0, 0, 1) = −3 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(0, 0), δ

) → R telle que φ(0, 0) = 1 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(0, 0), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 6x et

∂f

∂y
(x, y, z) = 12 y .

Par conséquent∇φ(0, 0) = (0, 0). Autrement dit, (0, 0) est un point stationnaire
de la fonction φ.
Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂2f

∂x2
(x, y, z) = 6 ,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = 0 et

∂2f

∂y2
(x, y, z) = 12 ,

on a r = 2, s = 0 et t = 4 ou encore s2 − rt = −8 < 0 ; ce qui entrâıne que la
fonction φ admet un minimum local en (0, 0).

3.87 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = x− 6y + ex
2
+ ln(2 + x2 + z2 − 2z)− xy + 3y2z + 2 .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) =

2z − 2
2 + x2 + z2 − 2z

+ 3y2 .

Ainsi, puisque f(0, 1, 1) = 0 et ∂f
∂z (0, 1, 1) = 3 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(0, 1), δ

) → R telle que φ(0, 1) = 1 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(0, 1), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 1+2x ex

2
+

2x
2 + x2 + z2 − 2z

− y et
∂f

∂y
(x, y, z) = −6−x+6yz .

Par conséquent∇φ(0, 1) = (0, 0). Autrement dit, (0, 1) est un point stationnaire
de la fonction φ.
Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂2f

∂x2
(x, y, z) = 2 ex

2
+ 4x2 ex

2
+

2(2− x2 + z2 − 2z)(
2 + x2 + z2 − 2z

)2 ,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = −1 et ∂2f

∂y2
(x, y, z) = 6z ,

on a r = − 4
3 , s = 1

3 et t = −2 ou encore s2 − rt = − 23
9 < 0 ; ce qui entrâıne

que la fonction φ admet un maximum local en (0, 1).
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3.88 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = x4 + x3y2 + xyz + z4 − 1 .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = xy + 4z3 .

Ainsi, puisque f(0, 0, 1) = 0 et ∂f
∂z (0, 0, 1) = 4 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(0, 0), δ

) → R telle que φ(0, 0) = 1 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(0, 0), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 4x3 + 3x2y2 + yz et

∂f

∂y
(x, y, z) = 2x3y + xz .

Par conséquent∇φ(0, 0) = (0, 0). Autrement dit, (0, 0) est un point stationnaire
de la fonction φ.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂2f

∂x2
(x, y, z) = 12 x2+6xy2 ,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = 6x2y+ z et

∂2f

∂y2
(x, y, z) = 2x3 ,

on a r = 0, s = −1
4 et t = 0 ou encore s2 − rt = 1

16 > 0 ; ce qui entrâıne que la
fonction φ n’admet pas d’extremum local en (0, 0).

3.89 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = 5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz − 72 .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = 10 z − 2x− 2y .

Ainsi, puisque f(1, 1, 4) = 0 et ∂f
∂z (1, 1, 4) = 36 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(1, 1), δ

) → R telle que φ(1, 1) = 4 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(1, 1), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 10 x− 2y − 2z et

∂f

∂y
(x, y, z) = 10 y − 2x− 2z .

Par conséquent∇φ(1, 1) = (0, 0). Autrement dit, (1, 1) est un point stationnaire
de la fonction φ.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂2f

∂x2
(x, y, z) = 10 ,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = −2 et ∂2f

∂y2
(x, y, z) = 10 ,

on a r = − 5
18 , s =

1
18 et t = − 5

18 ou encore s2 − rt = − 2
27 < 0 ; ce qui entrâıne

que la fonction φ admet maximum local en (1, 1).
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3.90 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = x+ 2x2 + y2 − x ey − y ex + 2 sin yz − (y + 1)z + 1 .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = 2y cos yz − (y + 1) .

Ainsi, puisque f(0, 0, 1) = 0 et ∂f
∂z (0, 0, 1) = −1 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(0, 0), δ

) → R telle que φ(0, 0) = 1 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(0, 0), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 1+4x− ey− y ex et

∂f

∂y
(x, y, z) = 2y−x ey − ex+2z cos yz− z .

Par conséquent∇φ(0, 0) = (0, 0). Autrement dit, (0, 0) est un point stationnaire
de la fonction φ.
Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂2f

∂x2
(x, y, z) = 4− y ex ,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = −ey − ex ,

∂2f

∂y2
(x, y, z) = 2− x ey − 2z2 sinxz ,

on a r = 4, s = −2 et t = 2 ou encore s2 − rt = −4 < 0 ; ce qui entrâıne que la
fonction φ admet un minimum local en (0, 0).

3.91 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = z5 + xz4 + yz + x2 + (y − 1)2 .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = 5z4 + 4xz3 + y .

Ainsi, puisque f(0, 1, 0) = 0 et ∂f
∂z (0, 1, 0) = 1 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(0, 1), δ

) → R telle que φ(0, 1) = 1 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(0, 1), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = z4 + 2x et

∂f

∂y
(x, y, z) = z + 2(y − 1) .

Par conséquent∇φ(0, 1) = (0, 0). Autrement dit, (0, 1) est un point stationnaire
de la fonction φ.
Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂2f

∂x2
(x, y, z) = 2 ,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = 0 et

∂2f

∂y2
(x, y, z) = 2 ,

on a r = −2, s = 0 et t = −2 ou encore s2 − rt = −4 < 0 ; ce qui entrâıne que
la fonction φ admet un maximum local en (0, 1).
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3.92 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = x5z + x2y2 + 7 cosxyz − x10 cos y2 − z3 .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = x5 − 7xy sinxyz − 3z2 .

Ainsi, puisque f(1, 0, 2) = 0 et ∂f
∂z (1, 0, 2) = −11 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(1, 0), δ

) → R telle que φ(1, 0) = 2 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(1, 0), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 5x4z + 2xy2 − 7yz sinxyz − 10 x9 cos y2 ,

∂f

∂y
(x, y, z) = 2x2y − 7xz sinxyz + 2x10y sin y2 .

Par conséquent∇φ(1, 0) = (0, 0). Autrement dit, (1, 0) est un point stationnaire
de la fonction φ.
Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂2f

∂x2
(x, y, z) = 20 x3z + 2y2 − 7y2z2 cosxyz − 90 x8 cos y2 ,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = 4xy − 7z sinxyz − 7xyz2 cosxyz + 20 x9y sin y2 ,

∂2f

∂y2
(x, y, z) = 2x2 − 7x2z2 cosxyz + 2x10 sin y2 + 4x10y2 cos y2 ,

on a r = − 50
11 , s = 0 et t = − 26

11 ou encore s2 − rt = − 1 300
121 < 0 ; ce qui entrâıne

que la fonction φ admet un maximum local en (1, 0).

3.93 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = ex
2
+ ey

2
+ ez

2
+ exy + exz + eyz + exyz − x− y − 6− e .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = 2z ez

2
+ x exz + y eyz + xy exyz .

Ainsi, puisque f(0, 0, 1) = 0 et ∂f
∂z (0, 0, 1) = 2 e �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(0, 0), δ

) → R telle que φ(0, 0) = 1 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(0, 0), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 2x ex

2
+ y exy + z exz + yz exyz − 1 ,

∂f

∂y
(x, y, z) = 2y ey

2
+ x exy + z eyz + xz exyz − 1 .

Par conséquent∇φ(0, 0) = (0, 0). Autrement dit, (0, 0) est un point stationnaire
de la fonction φ.
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Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂2f

∂x2
(x, y, z) = 2 ex

2
+ 4x2 ex

2
+ y2 exy + z2 exz + y2z2 exyz ,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = exy + xy exy + z exyz + xyz2 exyz ,

∂2f

∂y2
(x, y, z) = 2 ey

2
+ 4y2 ey

2
+ x2 exy + z2 eyz + x2z2 exyz ,

on a r = − 3
2e , s = − 1

e et t = − 3
2e ou encore s2−rt = − 5

4e2 < 0 ; ce qui entrâıne
que la fonction φ admet un maximum local en (0, 0).

3.94 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = −1− 3x+ x2 + y2 + y3 + x ey + xz ey + z4 exz .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = x ey + 4z3 exz + xz4 exz .

Ainsi, puisque f(0, 0, 1) = 0 et ∂f
∂z (0, 0, 1) = 4 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(0, 0), δ

) → R telle que φ(0, 0) = 1 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(0, 0), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = −3 + 2x+ ey + z ey + z5 exz ,

∂f

∂y
(x, y, z) = 2y + 3y2 + x ey + xz ey .

Par conséquent∇φ(0, 0) = (0, 0). Autrement dit, (0, 0) est un point stationnaire
de la fonction φ.

Nature du point stationnaire. Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂2f

∂x2
(x, y, z) = 2 + z6 exz ,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = ey + z ey ,

∂2f

∂y2
(x, y, z) = 2 + 6y + x ey + xz ey ,

on a r = − 3
4 , s = − 1

2 et t = − 1
2 ou encore s2 − rt = − 1

8 < 0 ; ce qui entrâıne
que la fonction φ admet un maximum local en (0, 0).

3.95 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = x4 + y4 + z4 + exy + exz + eyz − e− 4 .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = 4z3 + x exz + y eyz .

Ainsi, puisque f(1, 0, 1) = 0 et ∂f
∂z (1, 0, 1) = 4+e �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
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continue φ : B
(
(1, 0), δ

) → R telle que φ(1, 0) = 1 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(1, 0), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 4x3 + y exy + z exz et

∂f

∂y
(x, y, z) = 4y3 + x exy + z eyz .

D’où le plan tangent à la surface z = φ(x, y) au point (1, 0) est〈
∇f(1, 0, 1),

 x− 1
y

z − 1

〉
= (4 + e)x+ 2y + (4 + e)z − 2(4 + e) = 0 .

3.96 Soit f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = x4 + x3y2 + xz + yz + xyz + z4 − 1 .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

∂f

∂z
(x, y, z) = x+ y + xy + 4z3 .

Ainsi, puisque f(0, 0, 1) = 0 et ∂f
∂z (0, 0, 1) = 4 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(0, 0), δ

) → R telle que φ(0, 0) = 1 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(0, 0), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ R

3 :

∂f

∂x
(x, y, z) = 4x3 + 3x2y2 + z + yz et

∂f

∂y
(x, y, z) = 2x3y + z + xz .

D’où le plan tangent à la surface z = φ(x, y) au point (0, 0) est〈
∇f(0, 0, 1),

 x
y

z − 1

〉
= x+ y + 4z − 4 = 0 .

3.97 Soit f : E = ]−1,+∞[× R × ]0,+∞[ → R la fonction définie par

f(x, y, z) = −1 + x2 + yz5 +Arctg xyz

+
1
2
ln(1 + x+ z)− ln 3− ln z +

1
3
ln(y2 + z3) .

Alors, pour tout (x, y, z) ∈ E :

∂f

∂z
(x, y, z) = 5yz4 +

xy

1 + x2y2z2
+

1
2(1 + x+ z)

− 1
z
+

z2

y2 + z3
.

Ainsi, puisque f(1, 0, 7) = 0 et ∂f
∂z (1, 0, 7) =

1
18 �= 0, le théorème des fonctions

implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : B

(
(1, 0), δ

) → R telle que φ(1, 0) = 7 et pour tout (x, y) ∈
B
(
(1, 0), δ

)
: f

(
x, φ(x, y)

)
= 0. De plus, φ ∈ C∞ et pour tout (x, y, z) ∈ E :

∂f

∂x
(x, y, z) = 2x+

yz

1 + x2y2z2
+

1
2(1 + x+ z)

,

∂f

∂y
(x, y, z) = z5 +

xz

1 + x2y2z2
+

2y
3(y2 + z3)

.
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D’où le plan tangent à la surface z = φ(x, y) au point (1, 0) est

〈
∇f(1, 0, 7),

 x− 1
y

z − 7

〉
=

37
18

x+ (75 + 7)y +
1
18

z − 22
9

= 0 .

3.98 Pour les besoins de la démonstration, on va supposer que ∂f
∂y (a, b) > 0.

Le cas ∂f
∂y (a, b) < 0 se traitant de façon analogue.

1) Puisque la fonction f est de classe C1 et ∂f
∂y (a, b) > 0, il existe un nombre

β > 0 (choisi de sorte B
(
(a, b), β

) ⊂ E) tel que pour tout (x, y) ∈ B
(
(a, b), β

)
:

∂f
∂y (x, y) > 0. Ainsi, en posant α = β

2 , on obtient que

A = [a− α, a+ α]× [b− α, b+ α] ⊂ B
(
(a, b), β

)
et pour tout (x, y) ∈ A : ∂f

∂y (x, y) > 0. Considérons à présent la fonction
auxiliaire g : [b− α, b+ α] → R définie par g(t) = f(a, t). Cette fonction est
continue et pour tout |t−b| < α : g′(t) = ∂f

∂y (a, t) > 0. Elle est donc strictement
croissante sur [b− α, b+ α] ; ce qui entrâıne, puisque g(b) = f(a, b) = 0, que

f(a, b− α) = g(b− α) < 0 et f(a, b+ α) = g(b+ α) > 0 .

Ainsi, il découle de la continuité de la fonction f qu’il existe un nombre 0 <
δ < α pour lequel pour tout |x− a| < δ :

f(x, b− α) < 0 et f(x, b+ α) > 0 .

Finalement, soit x0 un élément de ]a− δ, a+ δ[ fixé et h : [b − α, b + α] → R

la fonction définie par h(t) = f(x0, t). Cette fonction est continue et pour tout
|t− b| < α :

h′(t) =
∂f

∂y
(x0, t) > 0 .

Elle est donc strictement croissante sur [b− α, b+ α]. Comme de plus

h(b− α) = f(x0, b− α) < 0 et h(b + α) = f(x0, b+ α) > 0 ,

la fonction h s’annule une et une seule fois dans l’intervalle fermé [b−α, b+α].
On désigne cet élément de [b−α, b+α] par φ(x0). On a ainsi défini une nouvelle
fonction φ : ]a− δ, a+ δ[ → R qui vérifie les quatre propriétés suivantes :

• ∀x ∈ ]a− δ, a+ δ[ : f
(
x, φ(x)

)
= 0.

• ∀x ∈ ]a− δ, a+ δ[ :
∣∣φ(x) − b

∣∣ < α.

• (x, y) ∈ ]a− δ, a+ δ[× ]b− α, b+ α[ et f(x, y) = 0 ⇒ y = φ(x).

• φ(a) = b.
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Cette dernière propriété est une conséquence directe de la propriété précédente.
2) Pour commencer, on va démontrer la continuité de la fonction φ en a. En
effet, il résulte de la démonstration de 1), qu’à chaque 0 < ε < β, on peut
associer un nombre 0 < δε < δ tel que pour tout |x− a| < δε :

∣∣φ(x) − b
∣∣ < ε.

Montrons à présent la continuité de la fonction φ. Pour cela, soit c avec 0 <
|c − a| < δ et montrons qu’elle est continue en ce point. En effet, puisque la
fonction f est de classe C1 et

f
(
c, φ(c)

)
= 0 et

∂f

∂y

(
c, φ(c)

)
> 0 ,

il existe, d’après les résultats déjà démontrés, un nombre ζ > 0 (choisi de
sorte que ]c− ζ, c+ ζ[ ⊂ ]a− δ, a+ δ[) et une fonction φ1 : ]c− ζ, c+ ζ[ → R

continue en c tels que pour tout |x− c| < ζ :

f
(
x, φ1(x)

)
= 0 , φ1(c) = φ(c) et

∣∣φ1(x)− φ1(c)
∣∣ < (

α− ∣∣φ(c) − b
∣∣) .

Ainsi, en constatant que pour tout |x− c| < ζ :∣∣φ1(x) − b
∣∣ ≤ ∣∣φ1(x) − φ1(c)

∣∣+ ∣∣φ(c)− b
∣∣ < α ,

on peut affirmer, sans autre, que sur ]c− ζ, c+ ζ[ : φ1 = φ. D’où, la continuité
de la fonction φ en c.
Pour finir, montrons que φ est de classe C1. Pour cela, soit d ∈ ]a− δ, a+ δ[.
Puisque la fonction f est de classe C1, on sait qu’à chaque élément x �= d de
]a− δ, a+ δ[, on peut associer 0 < θ1, θ2 < 1 de sorte que l’on ait

0 = f
(
x, φ(x)

) − f
(
d, φ(d)

)
=

(
f
(
x, φ(x)

) − f
(
x, φ(d)

))
+

(
f
(
x, φ(d)

) − f
(
d, φ(d)

))
=

∂f

∂y

(
x, φ(d) + θ1

(
φ(x) − φ(d)

)) (
φ(x) − φ(d)

)
+

∂f

∂x

(
d+ θ2(x− d), φ(d)

)
(x − d) ;

ce qui nous permet d’écrire, car ∂f
∂y

(
x, φ(d) + θ1

(
φ(x) − φ(d)

))
> 0, que

φ(x) − φ(d)
x− d

= −
∂f

∂x

(
d+ θ2(x− d), φ(d)

)
∂f

∂y

(
x, φ(d) + θ1

(
φ(x) − φ(d)

)) .

Ainsi, la fonction f étant de classe C1 et φ continue, on obtient, par passage à
la limite, que

φ′(d) = lim
x→d

φ(x) − φ(d)
x− d

= −
∂f

∂x

(
d, φ(d)

)
∂f

∂y

(
d, φ(d)

) .
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3) Pour commencer, montrons que ϕ = φ sur [a, a+ δ1[. Pour cela, raisonnons
par l’absurde et supposons que

{
t ∈ [0, δ1[ : ϕ(a + t) �= φ(a + t)

} �= ∅ et
désignons par σ l’infimum de cet ensemble. Alors, 0 ≤ σ < δ1. De plus, puisque
les deux fonctions ϕ et φ sont continues en a+ σ, on a

ϕ(a+σ) = lim
n→+∞ϕ

(
a+ σ

(
1− 1

n

))
= lim

n→+∞φ

(
a+ σ

(
1− 1

n

))
= φ(a+σ) ;

ce qui entrâıne, entre autre, que
∣∣ϕ(a+ σ)− b

∣∣ = ∣∣φ(a+ σ)− b
∣∣ < α .

Ainsi, en utilisant de nouveau la continuité de la fonction ϕ, il existe un nombre
σ < µ < δ1 tel que pour tout σ ≤ s ≤ µ :

∣∣ϕ(a+s)−b
∣∣ < α. Par conséquent, en

utilisant la deuxième propriété que vérifie ϕ et la troisième propriété que vérifie
φ, on a que pour tout s ∈ [σ, µ] : ϕ(a + s) = φ(a + s) ; ce qui est impossible
d’après la définition de σ. D’où contradiction.
De façon analogue, on démontre que ϕ = φ sur ]a− δ1, a].

4) Si la fonction ϕ n’est pas considérée continue, on n’a pas forcément l’unicité
locale. Comme contre-exemple, il suffit de prendre la fonction f : R

∗
+ ×R → R

défine par f(x, y) = − sinxy avec (a, b) = (1, π). Alors,

f(1, π) = 0 ,
∂f

∂y
(1, π) = 1 > 0 et φ(x) =

π

x
.

La fonction non continue ϕ : R
∗
+→ R définie par

ϕ(x) =


2π
x

si x �= 1

π si x = 1

satisfait elle aussi les deux propriétés demandées, à savoir : ϕ(1) = π et pour
tout x ∈ R

∗
+ : f

(
x, ϕ(x)

)
= 0. Par contre, si x �= 1 : ϕ(x) �= φ(x).

3.99 Soient f1, f2 : R
3 → R les fonctions définies par

f1(x, y, z) = x− y3 + z + 8 et f2(x, y, z) = x3 + y4 − z5 − 16

Alors, puisque f1(0, 2, 0) = f2(0, 2, 0) = 0 et

D(f1, f2)
D(y, z)

(0, 2, 0) = det


∂f1

∂y
(0, 2, 0)

∂f1

∂z
(0, 2, 0)

∂f2

∂y
(0, 2, 0)

∂f2

∂z
(0, 2, 0)

 = −32 �= 0 ,

le théorème des fonctions implicites généralisé nous permet d’affirmer qu’il
existe localement deux uniques fonctions continues φ1, φ2 : ]−δ, δ[ → R telles
que φ1(0) = 2, φ2(0) = 0 et pour tout |x| < δ :

f1

(
x, φ1(x), φ2(x)

)
= x− φ3

1(x) + φ2(x) + 8 = 0

et
f2

(
x, φ1(x), φ2(x)

)
= x3 + φ4

1(x)− φ5
2(x) − 16 = 0 .
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De plus, φ1, φ2 ∈ C∞. Ainsi, en dérivant ces deux expressions par rapport à x,
on obtient que pour tout |x| < δ :

1− 3φ′
1(x)φ

2
1(x) + φ′

2(x) = 0 et 3x2 + 4φ′
1(x)φ

3
1(x)− 5φ′

2(x)φ
4
2(x) = 0 ;

ce qui entrâıne que φ′
1(0) = 0 et φ′

2(0) = −1. Par conséquent l’équation de la
tangente à la courbe y = φ1(x) en 0 est y = 2 tandis que celle de la tangente à
la courbe y = φ2(x) en ce même point est y = −x.

3.100 Soit f1, f2 : R
4 → R les fonctions définies par

f1(x, y, u, v) = x− u2 + v2 et f2(x, y, u, v) = y − uv + 1 .

Alors, puisque f1(0, 0, 1, 1) = f1(0, 0, 1, 1) = 0 et

D(f1, f2)
D(u, v)

(0, 0, 1, 1) = det


∂f1

∂u
(0, 0, 1, 1)

∂f1

∂v
(0, 0, 1, 1)

∂f2

∂u
(0, 0, 1, 1)

∂f2

∂v
(0, 0, 1, 1)

 = 4 �= 0 ,

le théorème des fonctions implicites généralisé nous permet d’affirmer qu’il
existe localement deux uniques fonctions continues φ1, φ2 : B

(
(0, 0), δ

) → R

telles que φ1(0, 0) = φ2(0, 0) = 1 et pour tout (x, y) ∈ B
(
(0, 0), δ

)
:

f1

(
x, y, φ1(x, y), φ2(x, y)

)
= x− φ2

1(x, y) + φ2
2(x, y) = 0

et
f2

(
x, y, φ1(x, y), φ2(x, y)

)
= y − φ1(x, y)φ2(x, y) + 1 = 0 .

De plus, φ1, φ2 ∈ C∞. Ainsi, en dérivant ces deux expressions par rapport à x
et par rapport à y, on obtient que pour tout (x, y) ∈ B

(
(0, 0), δ

)
:

1− 2φ1(x, y)
∂φ1

∂x
(x, y) + 2φ2(x, y)

∂φ2

∂x
(x, y) = 0

−φ2(x, y)
∂φ1

∂x
(x, y)− φ1(x, y)

∂φ2

∂x
(x, y) = 0

et 
−2φ1(x, y)

∂φ1

∂y
(x, y) + 2φ2(x, y)

∂φ2

∂y
(x, y) = 0

1− φ2(x, y)
∂φ1

∂y
(x, y)− φ1(x, y)

∂φ2

∂y
(x, y) = 0 ;

ce qui donne que

∂φ1

∂x
(0, 0) = −∂φ2

∂x
(0, 0) =

1
4
et

∂φ1

∂y
(0, 0) =

∂φ2

∂y
(0, 0) =

1
2
.

Par conséquent l’équation du plan tangent à la surface u = φ1(x, y) au point
(0, 0) est x+2y−4u+4 = 0 tandis celle du plan tangent à la surface v = φ2(x, y)
en ce même point est x− 2y + 4v − 4 = 0.



136 Solutions

3.101 Dans le seul but de simplifier les notations, on pose

(y,x) = (y1, . . . , yn, x1, . . . , xn) .

Considérons à présent les n fonctions auxiliaires g1, . . . , gn : E → R de classeC1

définies par gk(y,x) = fk(x)−yk . Alors, puisque pour tout entier k = 1, . . . , n :
gk(b,a) = 0 et

D(g1, . . . , gn)
D(x1, . . . , xn)

(b, a) =
D(f1, . . . , fn)
D(x1, . . . , xn)

(a) �= 0 ,

le théorème des fonctions implicites généralisé nous permet d’affirmer qu’il
existe localement n uniques fonctions continues φ1, . . . , φn : B(b, δ) → R telles
que φ1(b) = a1, . . . , φn(b) = an et pour tout y = (y1, . . . , yn) ∈ B(b, δ) et tout
entier k = 1, . . . , n :

gk
(
y, φ1(y), . . . , φn(y)

)
= 0 ou encore fk

(
φ1(y), . . . , φn(y)

)
= yk .

3.102 Pour commencer, montrons que pour tout (x, y), (u, v) ∈ D :∣∣(f(x, y)− x
)− (

f(u, v)− u
)∣∣ ≤ 1

3
(|x− u|+ |y − v|)

et ∣∣(g(x, y)− y
)− (

g(u, v)− v
)∣∣ ≤ 1

3
(|x− u|+ |y − v|) .

En effet, on sait, d’après le théorème des accroissement finis, qu’il existe deux
nombres 0 < θ1, θ2 < 1 pour lesquels :(

f(x, y)− x
)− (

f(u, v)− u
)

=
(
∂f

∂x

(
u+ θ1(x − u), v + θ1(y − v)

)− 1
)
(x− u)

+
∂f

∂y

(
u+ θ1(x− u), v + θ1(y − v)

)
(y − v) ,(

g(x, y)− y
)− (

g(u, v)− v
)

=
∂g

∂x

(
u+ θ2(x− u), v + θ2(y − v)

)
(x− u)

+
(
∂g

∂y

(
u+ θ2(x− u), v + θ2(y − v)

)− 1
)
(y − v) .

De plus, pour k = 1, 2 :
(
u+ θk(x − u), v + θk(y − v)

) ∈ D.
1a) Montrons que pour tout n ∈ N : (xn, yn) ∈ D. Pour cela, il suffit de
constater que (x0, y0) = (0, 0) ∈ D et (xn, yn) ∈ D ⇒ (xn+1, yn+1) ∈ D. En
effet,

|xn+1| =
∣∣xn−f(xn, yn)+α

∣∣ ≤ ∣∣xn−f(xn, yn)
∣∣+ |α| ≤ 1

3
(|xn|+ |yn|

)
+ |α| ≤ δ

et

|yn+1| =
∣∣yn−g(xn, yn)+β

∣∣ ≤ ∣∣yn−g(xn, yn)
∣∣+ |β| ≤ 1

3
(|xn|+ |yn|

)
+ |β| ≤ δ .
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1b) Maintenant, montrons que pour tout n ∈ N, la propriété Pn :

|xn+1 − xn| ≤
(
2
3

)n

M et |yn+1 − yn| ≤
(
2
3

)n

M

où M = max
{|α|, |β|} est vraie. P0 est vraie et vérifions que pour tout entier

n ≥ 0 : Pn ⇒ Pn+1. En effet,

|xn+2 − xn+1| =
∣∣(f(xn+1, yn+1)− xn+1

)− (
f(xn, yn)− xn

)∣∣
≤ 1

3
(|xn+1 − xn|+ |yn+1 − yn|

) ≤
(
2
3

)n+1

M

et
|yn+2 − yn+1| =

∣∣(g(xn+1, yn+1)− yn+1

)− (
g(xn, yn)− yn

)∣∣
≤ 1

3
(|xn+1 − xn|+ |yn+1 − yn|

) ≤ (
2
3

)n+1

M .

Ainsi, le raisonnement par récurrence nous permet de conclure que Pn est vraie
pour tout entier n ≥ 0.
1c) Finalement, puisque pour tout couple d’entiers m > n ≥ 0 :

|xm − xn| =
∣∣∣∣∣

m∑
k=n+1

(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n+1

|xk − xk−1| ≤
m∑

k=n+1

(
2
3

)k−1

M

≤ 3M
(
2
3

)n

et

|ym − yn| =
∣∣∣∣∣

m∑
k=n+1

(yk − yk−1)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n+1

|yk − yk−1| ≤
m∑

k=n+1

(
2
3

)k−1

M

≤ 3M
(
2
3

)n

,

les deux suites
(
xn

)
et

(
yn

)
sont de Cauchy donc convergentes. Posons

lim
n→+∞xn = a et lim

n→+∞ yn = b .

Alors, (a, b) ∈ D car D est un fermé et que pour tout n ∈ N : (xn, yn) ∈ D ; ce
qui entrâıne, les deux fonctions f et g étant continues, que

a = a− f(a, b) + α et b = b− g(a, b) + β ou encore f(a, b) = α et g(a, b) = β.

1d) Pour finir, démontrons l’unicité. Pour cela, supposons que pour (c, d) ∈ D
et f(c, d) = α et g(c, d) = β. Alors,

|a− c| = ∣∣(f(a, b)− a
)− (

f(c, d)− c
)∣∣ ≤ 1

3
(|a− c|+ |b− d|)
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et
|b− d| = ∣∣(g(a, b)− b

)− (
g(c, d)− d

)∣∣ ≤ 1
3
(|a− c|+ |b− d|) ;

ce qui entrâıne que |a−c|+|b−d| ≤ 2
3

(|a−c|+|b−d|) ou encore |a−c|+|b−d| =
0 ⇒ a = c et b = d. D’où l’unicité.

2) Posons f(x, y) = x+ y5 , g(x, y) = x7 + y , α = 0,01 , β = 0,001 et δ =
1
3
.

Alors, pour tout (x, y) ∈ D =
[− 1

3 ,
1
3

]× [− 1
3 ,

1
3

]
:

f(0, 0) = g(0, 0) = 0 ,∣∣∣∣∂f∂x (x, y)− 1
∣∣∣∣ = 0 ,

∣∣∣∣∂f∂y (x, y)
∣∣∣∣ = 5y4 ≤ 1

3
,∣∣∣∣∂g∂x (x, y)

∣∣∣∣ = 7x6 ≤ 1
3
,

∣∣∣∣∂g∂y (x, y)− 1
∣∣∣∣ = 0 ,

α = 0,01 ≤ 1
9
et β = 0,001 ≤ 1

9
.

Ainsi, en utilisant 1), on sait qu’il existe, dans D, une et une seule solution du
système proposé.

3.103 1) Puisque pour tout (x, y) ∈ I1 × I2 :

∂χ

∂y
(x, y) =

∫ x

a

∂M

∂y
(t, y) dt+N(a, y) =

∫ x

a

∂N

∂x
(t, y) dt+N(a, y)

= N(t, y)
∣∣∣x
a
+N(a, y) = N(x, y) ,

on a ∂χ
∂y (a, b) = N(a, b) �= 0. Comme de plus χ(a, b) = 0 et χ ∈ C1, on

sait, d’après l’exercice 3.98, qu’il existe localement une unique fonction φ :
]a− δ, a+ δ[ → I2 de classe C1 telle que φ(a) = b et pour tout |x − a| < δ :
χ
(
x, φ(x)

)
= 0.

2) Soit y : I → I2 une fonction de classe C1 où I est un intervalle ouvert
contenant a et contenu dans I1 et considérons la fonction auxiliaire f : I → R

définie par f(x) = χ
(
x, y(x)

)
. Alors, pour tout x ∈ I :

f ′(x) =
∂χ

∂x

(
x, y(x)

)
+

∂χ

∂y

(
x, y(x)

)
y′(x) = M

(
x, y(x)

)
+N

(
x, y(x)

)
y′(x) ;

ce qui entrâıne, si y est une solution de la forme différentielle exacte qui satisfait
la condition initiale y(a) = b, que pour tout x ∈ I : χ

(
x, y(x)

)
= 0 ou encore,

d’après 1), que y(x) = φ(x) sur ]a− δ, a+ δ[ ∩ I. D’où l’unicité locale.

3.104 La forme différentielle étant exacte et N(1, 1) = 1 �= 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

y(y − 2t) dt−
∫ y

1

(1− 2t) dt = xy(y − x) = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) = x avec avec x ∈ R.



Dérivées partielles 139

3.105 La forme différentielle étant exacte et N(1, 1) = 1 �= 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

(
1
t2y

+
ln t

t

)
dt+

∫ y

1

dt

t2
= − 1

xy
+

1
2
ln2 x+ 1 = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
2

x(2 + ln2 x)
avec x > 0 .

3.106 La forme différentielle étant exacte et N(0, 0) = 1 �= 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(0) = 0. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

0

(
2t+ ety

)
dt+

∫ y

0

(1 − 2t) dt = −y2 + exy + x2 = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
ex −√

e2x + 4x2

2
avec x ∈ R .

3.107 La forme différentielle étant exacte et N(1, 1) = 2 �= 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

ty2 dt+
∫ y

1

(1 + t) dt =
x2y2

2
+ y − 3

2
= 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
−1 +√

1 + 3x2

x2
avec x > 0 .

3.108 La forme différentielle étant exacte et N(1, 1) = −11 �= 0, on sait
qu’elle admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme
de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

(3t2 − 6y)y dt+
∫ y

1

(1− 12t) dt = −6xy2 + x3y + 5 = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
x3 +

√
x6 + 120 x
12x

avec x > 0 .

3.109 La forme différentielle étant exacte et N(0, 0) = 1 �= 0, on sait qu’elle
admet une solution qui satisfait la condition initiale y(0) = 0. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

0

(
2t ey + et

)
dt+

∫ y

0

et dt = (1 + x2) ey + ex − 2 = 0 ,
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on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) = ln
2− ex

1 + x2
avec x < ln 2 .

3.110 La forme différentielle proposée peut aussi s’écrire

1 + tg2 y(x)
1 + tg y(x)

y′(x) =
2x

1 + x2

qui est une équation différentiable à variables séparées dont la solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 0 est y(x) = Arctg x2 avec x ∈ R.

3.111 En faisant le changement de variable z(x) = y2(x), la forme diffé-
rentielle proposée se transforme en l’équation différentielle linéaire du premier
ordre z′(x)−2 tg x z(x) = 1

cos2 x dont la solution qui satisfait la condition initiale
z(0) = 1 est

z(x) =
1 + x

cos2 x
.

D’où y(x) =
√
1 + x

cosx
avec −1 < x <

π

2
.

3.112 La forme différentielle proposée peut aussi s’écrire

1
2
√

y(x)
y′(x) = −x ex

qui est une équation différentiable à variables séparées dont la solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1 est

y(x) =
(
(1− x) ex + 1

)2 avec x < a

où a > 1 est l’unique racine de l’équation (1− x) ex + 1 = 0.

3.113 La forme différentielle proposée peut aussi s’écrire

2y(x)
1 + y2(x)

y′(x) = − 3
x

qui est une équation différentiable à variables séparées dont la solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = 2 est

y(x) =

√
5
x3

− 1 avec 0 < x <
3
√
5 .
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3.114 La forme différentielle proposée peut aussi s’écrire

2y(x)
1 + y2(x)

y′(x) = − tg x

qui est une équation différentiable à variables séparées dont la solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 2 est

y(x) =
√
5 cosx− 1 avec |x| < Arccos

1
5
.

3.115 En faisant le changement de variable y(x) = xz(x) avec x > 0, la forme
différentielle proposée se transforme en l’équation à variables séparées

1
tg z(x)

z′(x) = −2

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = π
6 est

z(x) = Arcsin
e−2(x−1)

2
.

D’où y(x) = xArcsin
e−2(x−1)

2
avec x > 1− ln 2

2
.

3.116 En remarquant que les deux expressions x−3y et 3x−y sont homogènes
de degré 1, on obtient, en faisant le changement de variable y(x) = xz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en l’équation à
variables séparées

3− z(x)
1− z2(x)

z′(x) =
1
x

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 2 est

z(x) =
9x− 2− 3

√
9x2 − 8x

2
.

D’où y(x) =
9x2 − 2x− 3x

√
9x2 − 8x

2
avec x >

2
√
2

3
.

3.117 En remarquant que les deux expressions x2 + y2 et xy sont homogènes
de degré 2, on obtient, en faisant le changement de variable y(x) = xz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en l’équation à
variables séparées

z(x)
1 + 2z2(x)

z′(x) = − 1
x

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 1 est

z(x) =

√
1
2

(
3
x4

− 1
)

.

D’où y(x) =
√
3− x4

√
2x

avec 0 < x <
4√3.
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3.118 En remarquant que les deux expressions x2 + y2 et x2 sont homogènes
de degré 2, on obtient, en faisant le changement de variable y(x) = xz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en l’équation à
variables séparées

1
1 + z(x) + z2(x)

z′(x) = − 1
x

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 0 est

z(x) =
1
2

(
−1 +

√
3 tg

(
π

6
−

√
3
2

lnx

))
.

D’où y(x) =
x

2

(
−1 +

√
3 tg

(
π

6
−

√
3
2

lnx

))
avec e

− 2π
3
√

3 < x < e
4π

3
√

3 .

3.119 En remarquant que les deux expressions x2+y2 et 2xy sont homogènes
de degré 2, on obtient, en faisant le changement de variable y(x) = xz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en l’équation à
variables séparées

2z(x)
z2(x) − 1

z′(x) =
1
x

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 2 est z(x) =
√
1 + 3x .

D’où y(x) = x
√
1 + 3x avec x > 0.

3.120 En remarquant que les deux expressions xy2−y3 et xy2 sont homogènes
de degré 3, on obtient, en faisant le changement de variable y(x) = xz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en l’équation à
variables séparées

z′(x) = − 1
x

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 0 est z(x) = − lnx .

D’où y(x) = −x lnx avec x > 0.

3.121 En remarquant que les deux expressions y+
√

x2 + y2 et −x sont homo-
gènes de degré 1, on obtient, en faisant le changement de variable y(x) = xz(x)
avec x > 0, que la forme différentielle proposée se transforme en l’équation à
variables séparées

1√
1 + z2(x)

z′(x) =
1
x

dont la solution qui satisfait la condition initiale z(1) = 0 est z(x) =
x2 − 1
2x

.

D’où y(x) =
x2 − 1

2
avec x > 0 .
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3.122 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
= −1 ,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = ex est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entrâıne, N(0, 2) = 6 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 0. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

0

(
y2 et + 4y e2t

)
dt+ 2

∫ y

2

(t+ 1) dt = exy2 + 2 e2xy − 8 = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) = −ex +
√

e2x + 8 e−x avec x > 0 .

3.123 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
= − 1

x
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = x est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entrâıne, N(1, 1) = 1 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

(1 + ty2) dt+
∫ y

1

t dt = x+
x2y2

2
− 3

2
= 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
√
3− 2x
x

avec 0 < x <
3
2
.

3.124 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
=

2
x
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = 1
x2 est un facteur intégrant de la forme différentielle

proposée ; ce qui entrâıne, N(1, 1) = 2 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) = −
∫ x

1

y

t2
dt+

∫ y

1

(1 + t) dt =
y2

2
+

y

x
− 3

2
= 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
1
x

(
−1 +

√
1 + 3x2

)
avec x > 0 .

3.125 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
= − 1

x
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = x est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entrâıne, N(1, 1) = 1 �= 0, qu’elle admet une solution qui



144 Solutions

satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

(t2y3 − t) dt+
∫ y

1

t2 dt =
x3y3

3
− x2

2
+

1
6
= 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
1
x

3

√
3x2 − 1

2
avec x >

1√
3
.

3.126 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
=

3
x
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = 1
x3 est un facteur intégrant de la forme différentielle

proposée ; ce qui entrâıne, N(2, 2) = 12 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(2) = 2. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

2

(
t+

y2

t3

)
dt+

3
4

∫ y

2

t dt =
x2

2
+

1
2

(
1− 1

x2

)
y2 − 7

2
= 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) = x

√
7− x2

x2 − 1
avec 1 < x <

√
7 .

3.127 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
= − 1

x
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = x est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entrâıne, N(1, 1) = 1 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

(
t3 + t(y2 + 1)

)
dt+

∫ y

1

t dt =
x4

4
+

x2

2
(y2 + 1)− 5

4
= 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
1
x

√
5− x4 − 2x2

2
avec 0 < x <

√
−1 +√

6 .

3.128 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
=

3
x
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = 1
x3 est un facteur intégrant de la forme différentielle

proposée ; ce qui entrâıne, N(1, 1) = 1 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) = −
∫ x

1

y

t2
dt+

∫ y

1

dt =
y

x
− 1 = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) = x avec x > 0.
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Remarque : Ici, on peut diviser les deux membres de cette forme différentielle
par x2 pour obtenir une équation différentielle linéaire de premier ordre.

3.129 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
= −1 ,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = ex est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entrâıne, N(0, 0) = 1 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 0. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

0

(
t2 + (y + 2)t+ 2y

)
et dt+

∫ y

0

dt = x2 ex + (x+ 1) exy = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) = − x2

x+ 1
avec x > −1 .

3.130 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
= − 2x

1 + x2
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = 1 + x2 est un facteur intégrant de la forme dif-
férentielle proposée ; ce qui entrâıne, N(1, π) = −2 �= 0, qu’elle admet une
solution qui satisfait la condition initiale y(1) = π. Comme de plus, elle doit
aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

4t(1 + t2) sin ty + y
(
1 + t2

)2 cos ty dt+ 4
∫ y

π

cos t dt

=
∫ x

1

4t(1 + t2) sin ty dt

+
(
1 + t2

)2 sin ty
∣∣∣x
1
−

∫ x

1

4t(1 + t2) sin ty dt+ 4 sin t
∣∣∣y
π

=
(
1 + x2

)2 sinxy = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) =
π

x
avec x > 0.

3.131 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
= 1 ,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = e−x est un facteur intégrant de la forme différen-
tielle proposée ; ce qui entrâıne, N(0, 1) = 1 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

0

(
1
y
− t

)
e−t dt+

∫ y

1

dt

t2
=

(
−1

y
+ x+ 1

)
e−x = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) =
1

x+ 1
avec x > −1.
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3.132 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

N(x, y)
= − 3

x
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(x) = x3 est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entrâıne, N(1,−1) = −3 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(1) = −1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

(
3t2

y
− y2

t2

)
dt+

∫ y

−1

(
2t− 1

t2

)
dt =

x3

y
+

y2

x
= 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) = −x 3
√
x avec x > 0.

3.133 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

M(x, y)
= −2

y
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(y) = 1
y2 est un facteur intégrant de la forme différentielle

proposée ; ce qui entrâıne, N(0, 1) = 4 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) = −2
∫ x

0

t

y
dt+

∫ y

1

(
1 +

3
t2

)
dt = − (3 + x2)

y
+ y + 2 = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) = −1 +
√
4 + x2 avec x ∈ R .

3.134 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

M(x, y)
=

2
y
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(y) = y2 est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entrâıne, N(0, 1) = −1 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) = 2
∫ x

0

ty3 dt−
∫ y

1

t5 dt = x2y3 − y6

6
+

1
6
= 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
3
√
3x2 +

√
9x4 + 1 avec x ∈ R .

3.135 Puisque

∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)

M(x, y)
= −3

y
,

la fonction µ(x, y) = µ̂(y) = 1
y3 est un facteur intégrant de la forme différentielle

proposée ; ce qui entrâıne, N(0, 1) = −2 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
1
y2

∫ x

0

(
et + y

)
dt− 2

∫ y

1

dt

t3
=

ex + xy

y2
− 1 = 0 ,
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on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
x+

√
x2 + 4 ex

2
avec x ∈ R .

3.136 Pour que σ(x2 + y2) soit un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée il faut et il suffit que σ′(s) + 1

2sσ(s) = 0 ou encore σ(s) = cste√
s
. Par

conséquent µ(x, y) = 1√
x2+y2

est un facteur intégrant de la forme différentielle

proposée ; ce qui entrâıne, N(0, 1) = 1 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

0

(
2t+

t√
t2 + y2

)
dt+

∫ y

1

dt = x2 +
√

x2 + y2 − 1 = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =
√

x4 − 3x2 + 1 avec |x| <
√

3−√
5

2
.

3.137 Pour que σ(xy) soit un facteur intégrant de la forme différentielle pro-
posée il faut et il suffit que σ′(s) − 2

sσ(s) = 0 ou encore σ(s) = cs2. Par
conséquent µ(x, y) = x2y2 est un facteur intégrant de la forme différentielle
proposée ; ce qui entrâıne, N(2,−1) = −4 �= 0, qu’elle admet une solution qui
satisfait la condition initiale y(2) = −1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

2

t2y3(4t+ 6y) dt+
∫ y

−1

8t2(6 + 8t) dt = x3y3(x+ 2y) = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) = −x

2
avec x ∈ R.

3.138 1) Pour que µ(x, y) = x soit un facteur intégrant de la forme différen-
tielle proposée il faut et il suffit que pour tout x > 0 : f ′(x) + 1

xf(x) = 1 dont
l’unique solution qui satisfait f(1) = 1 est

f(x) =
1
2

(
x+

1
x

)
.

2) Ainsi, puisque N(1, 0) = f(1) = 1 �= 0, la forme différentielle exacte

x2 + y +
1
2

(
x+

1
x

)
y′ = 0

admet une solution qui satisfait la condition initiale y(1) = 0. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

1

t(t2 + y) dt+
∫ y

0

dt =
x4 − 1

4
+

1
2
(x2 + 1)y = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est y(x) =
1− x2

2
avec x > 0.
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3.139 1) Pour que la forme différentielle proposée soit exacte il faut et il
suffit que pour tout x ∈ R : f ′(x) = −2 sinx dont l’unique solution qui satisfait
f(0) = 2 est f(x) = 2 cosx.
2) Ainsi, puisque N(0, 1) = −f(0) = −2 �= 0, la forme différentielle exacte
(y2 + 1) sinx − 2 cosxyy′ = 0 admet une solution qui satisfait la condition
initiale y(0) = 1. Comme de plus, elle doit aussi vérifier

χ(x, y) = (y2 + 1)
∫ x

0

sin t dt−
∫ y

1

2t dt = −(y2 + 1) cosx+ 2 = 0 ,

on obtient finalement que la solution cherchée est

y(x) =

√
2

cosx
− 1 avec |x| < π

2
.

3.140 1) En effet,

∂µM

∂y
(x, y)− ∂µN

∂x
(x, y)

= (1 −m) p(x)y−mγm−1(x)− (1−m) p(x)γm−1(x)y−m = 0 .

2) Ainsi, puisque N(a, b) = 1 �= 0, la forme différentielle(
p(x)y − f(x)ym

)
+ y′ = 0

admet une solution qui satisfait la condition initiale y(a) = b. Comme de plus,
elle doit aussi vérifier

χ(x, y) =
∫ x

a

(
p(t)y1−m − f(t)

)
γm−1(x) dt+

∫ y

b

t−m dt

=
y1−m

1−m
(γm−1(x) − 1)−

∫ x

a

f(t)γm−1(x) dt +
y1−m − b1−m

1−m
= 0 ,

on obtient

y1−m(x) = b1−mγm−1(x)
(
1 + (1 −m)bm−1

∫ x

a

f(t)γm−1(x) dt
)

ou encore que la solution cherchée est

y(x) = bγ(x)
(
1 + (1−m)bm−1

∫ x

a

f(t)γm−1(x) dt
) 1

1−m

.

Remarque : Le domaine de définition de la solution y va dépendre de m. En
particulier, si m > 1, son domaine de définition est le plus grand intervalle
ouvert contenant a, contenu dans I et pour lequel

1 + (1−m)bm−1

∫ x

a

f(t)γm−1(x) dt > 0 .
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3.141 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = 2x(2 sin y − 1)

∂f

∂y
(x, y) = 2(x2 cos y − y) ,

les points stationnaires de la fonction f sont

O = (0, 0),

Pk =

(
−
√

2√
3

(π

6
+ 2kπ

)
,
π

6
+ 2kπ

)
avec k ≥ 0 ,

Qk =

(√
2√
3

(π

6
+ 2kπ

)
,
π

6
+ 2kπ

)
avec k ≥ 0 ,

Mk =

(
−
√

−2√
3

(
5π
6

+ 2kπ
)

,
5π
6

+ 2kπ

)
avec k < 0 ,

Nk =

(√
−2√
3

(
5π
6

+ 2kπ
)

,
5π
6

+ 2kπ

)
avec k < 0 .

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2(2 sin y − 1)

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = 4x cos y

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = −2(x2 sin y + 1) .

1) Pour O = (0, 0), on a s2 − rt = −4 < 0 et r = −2 < 0 ; ce qui entrâıne que
la fonction f admet un maximum local en ce point.

2) Aux points Pk, Qk, Mk et Nk, on a s2 − rt > 0 ; ce qui entrâıne que la
fonction f n’admet pas d’extremum local en ces points.

3.142 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 2x

(
1

1 + x2 + 2y2
+ y2

)
∂f

∂y
(x, y) =

4y
1 + x2 + 2y2

+ 2x2y + 1 ,

la fonction f admet deux points stationnaires, à savoir :

P =
(
0, −1− 1√

2

)
et Q =

(
0, −1 + 1√

2

)
.
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Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) =

2(1− x2 + 2y2)(
1 + x2 + 2y2

)2 + 2y2

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) =

−8xy(
1 + x2 + 2y2

)2 + 4xy

t =
∂2f

∂y2
(x, y) =

4(1 + x2 − 2y2)(
1 + x2 + 2y2

)2 + 2x2 .

Ainsi, pour tout (0, y) avec 2y2 + 4y + 1 = 0, on a

r =
2

(1 + 2y2)
+ 2y2 , s = 0 et t =

8(1 + 2y)(
1 + 2y2

)2 .

Par conséquent :

1) Pour P : s2 − rt > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f n’admet pas d’ex-
tremum local en ce point.

2) Pour Q : s2 − rt < 0 et r > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f admet un
minimum local en ce point.

3.143 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = y

(
e−xy − 1

)− sinx

∂f

∂y
(x, y) = x

(
e−xy − 1

)
,

les points stationnaires de la fonction f sont

Oy = (0, y) avec y ∈ R et Pk = (kπ, 0) avec k ∈ Z
∗ .

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = −y2 e−xy − cosx

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = (1 − xy) e−xy − 1

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = −x2 e−xy .

1) Pour Oy = (0, y) avec y ∈ R, on a s2 − rt = 0. Puisque l’on ne peut rien
dire dans ce cas, considérons la fonction auxiliaire g : R → R définie par
g(t) = −t − e−t. Comme pour tout t ∈ R : g′(t) = −1 + e−t, la fonction
continue g est strictement croissante sur ]−∞, 0] et strictement décroissante
sur [0,+∞[. D’où

max
t∈R

g(t) = g(0) = −1 .
Par conséquent pour tout (x, y) ∈ R

2 :

f(x, y) = g(xy) + cosx ≤ g(0) + 1 = f(0, y) ;

ce qui entrâıne que la fonction f atteint son maximum aux points Oy.
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2) Pour Pk = (kπ, 0) avec k ∈ Z
∗, on a s2 − rt = −k2π2 cos kπ. D’où,

• Si k �= 0 est pair : s2 − rt < 0 et r < 0. La fonction f admet donc un
maximum local aux points Pk.

• Si k est impair : s2 − rt > 0. La fonction f n’admet pas d’extremum
local aux points Pk.

3.144 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = 2(x− 1) ex

2+y2−2x+y

∂f

∂y
(x, y) = 2(y + 1) ex

2+y2−2x+y ,

l’unique point stationnaire de la fonction f est (1,−1) .
Nature du point stationnaire.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2

(
1 + 2(x− 1)2

)
ex

2+y2−2x+y

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = 4(x− 1)(y + 1) ex

2+y2−2x+y

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 2

(
1 + 2(y + 1)2

)
ex

2+y2−2x+y .

Pour (1,−1) : s2 − rt = − 4
e2 < 0 et r = 2

e > 0. Par conséquent la fonction f
admet un minimum local en (1,−1).
3.145 Pour tout (x, y) ∈ R

2 :
∂f

∂x
(x, y) = 3x2 − ex+y = 0

∂f

∂y
(x, y) = 3y2 − ex+y = 0

⇐⇒
{

x2 = y2

3x2 − ex+y = 0 .

Ainsi,

1) x = −y. Alors, 3x2 − 1 = 0 ou encore x = ± 1√
3
.

2) x = y. Alors 3x2 − e2x = 0 ; désignons par a l’unique solution de cette
équation. De plus, a < 0.

Par conséquent la fonction f admet trois points stationnaires, à savoir :

P1 =
(
− 1√

3
,
1√
3

)
, P2 =

(
1√
3
,− 1√

3

)
, Q = (a, a) .

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 6x− ex+y

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = −ex+y

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 6y − ex+y .
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1) Pour P1 et P2 : s2 − rt = 12 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f n’admet
pas d’extremum local en ces deux points.
3) Pour Q : s2 − rt = 36 a2(a − 1) < 0 et r = 3a(2 − a) < 0 ; ce qui entrâıne
que la fonction f admet un maximum local en ce point.

3.146 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = 3x2 − 3 + y2

∂f

∂y
(x, y) = 2xy ,

la fonction f admet quatre points stationnaires, à savoir :

P1 =
(
0,−√

3
)
, P2 =

(
0,
√
3
)
, Q1 = (−1, 0) et Q2 = (1, 0) .

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 6x

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2y

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 2x .

1) Pour P1 et P2 : s2− rt = 12 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f n’admet
pas d’extremum local en ces deux points.

2) Pour Q1 : s2− rt = −12 < 0 et r = −6 < 0 ; ce qui entrâıne que la fonction
f admet un maximum local en ce point.

3) Pour Q1 : s2 − rt = −12 < 0 et r = 6 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction
f admet un minimum local en ce point.

3.147 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = y(12− 2x− y)

∂f

∂y
(x, y) = x(12− x− 2y) ,

la fonction f admet quatre points stationnaires, à savoir :

O = (0, 0) , P1 = (0, 12) , P2 = (12, 0) et Q = (4, 4) .

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = −2y

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = 12− 2x− 2y

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = −2 x.

1) Pour O, P1 et P2 : s2 − rt = 144 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ces trois points.
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2) Pour Q : s2 − rt = −48 < 0 et r = −8 < 0 ; ce qui entrâıne que la fonction
f admet un maximum local en ce point.

Ce maximum local n’est pas un maximum global car lim
x→+∞ f(x,−1) = +∞.

3.148 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = 2x+ sin y

∂f

∂y
(x, y) = x cos y +

1
4
sin y ,

les points stationnaires de la fonction f sont

Pk = (0, kπ) , Qk =

(
−
√
3
4

,
π

3
+ 2kπ

)
et Rk =

(√
3
4

,−π

3
+ 2kπ

)

avec k ∈ Z.

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = cos y

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = −x sin y +

1
4
cos y .

1) Pour Pk : s2 − rt > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f n’admet pas
d’extremum local en ces points.

2) Pour Qk et Rk : s2 − rt = − 3
4 < 0 et r = 2 > 0 ; ce qui entrâıne que la

fonction f admet un minimum local en ces points.

3.149 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = −y sinx− cosx

∂f

∂y
(x, y) = 2y + cosx ,

les points stationnaires de la fonction f sont Pk =
(π

2
+ kπ, 0

)
avec k ∈ Z.

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = −y cosx+ sinx

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = − sinx

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 2 .

1) k pair. Pour Pk : s2 − rt = −1 < 0 et r = 1 > 0 ; ce qui entrâıne que la
fonction f admet un minimum local en ces points.
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2) k impair. Pour Pk : s2 − rt = 3 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ces points.
min

(x,y)∈R2
f(x, y) = −3 car f

(
π
2 , 0

)
= −3 et pour tout (x, y) ∈ R

2 :

f(x, y) =
(
y +

cosx
2

)2

− 1
4
(9− sin2 x+ 4 sinx)

≥ −1
4
(9− sin2 x+ 4 sinx) ≥ −3 .

3.150 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = − sin(x+ y)

∂f

∂y
(x, y) = − sin(x+ y) + cos y ,

les points stationnaires de la fonction f sont

Qk,p =
(π

2
+ kπ ,

π

2
+ pπ

)
avec k, p ∈ Z .

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = − cos(x + y)

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = − cos(x+ y)

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = − cos(x+ y)− sin y .

1) Si k est pair et p ∈ Z : s2 − rt = 1 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f
n’admet pas d’extremum local aux points Qk,p.

2) Si k est impair et p pair : s2 − rt = −1 < 0 et r = −1 < 0 ; ce qui entrâıne
que la fonction f admet un maximum local aux points Qk,p .

3) Si k et p impairs : s2 − rt = −1 < 0 et r = 1 > 0 ; ce qui entrâıne que la
fonction f admet un minimum local aux points Qk,p .

3.151 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = (2x− x2 − y2) e−(x+y)

∂f

∂y
(x, y) = (2y − x2 − y2) e−(x+y),

la fonction f admet deux points stationnaires : O = (0, 0) et P = (1, 1).
Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = (2− 4x+ x2 + y2) e−(x+y)

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = (−2x− 2y + x2 + y2) e−(x+y)

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = (2 − 4y + x2 + y2) e−(x+y) .
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1) Pour O : s2 − rt = −4 < 0 et r = 2 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f
admet un minimum local en ce point.

2) Pour P : s2 − rt = 4 e−4 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f n’admet
pas d’extremum local en ce point.

3.152 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) =

(
1− 2x(x+ y)

)
e−(x2+y2)

∂f

∂y
(x, y) =

(
1− 2y(x+ y)

)
e−(x2+y2),

la fonction f admet deux points stationnaires, à savoir :

P =
(
−1
2
,−1

2

)
et Q =

(
1
2
,
1
2

)
.

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = −2(3x+ y − 2x2(x+ y)

)
e−(x2+y2)

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = −2(x+ y − 2xy(x+ y)

)
e−(x2+y2)

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = −2(x+ 3y − 2y2(x+ y)

)
e−(x2+y2) .

1) Pour P : s2 − rt = − 8
e < 0 et r = 3√

e
> 0 ; ce qui entrâıne que la fonction

f admet un minimum local en ce point.

2) Pour Q : s2 − rt = − 8
e < 0 et r = − 3√

e
< 0 ; ce qui entrâıne que la fonction

f admet un maximum local en ce point.

3.153 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = −2xy e−(x2+y)

∂f

∂y
(x, y) = (1− y) e−(x2+y) ,

l’unique point stationnaire de la fonction f est P = (0, 1).
Nature du point stationnaire.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2y(2x2 − 1) e−(x2+y)

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2x(y − 1) e−(x2+y)

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = (y − 2) e−(x2+y) .

Pour (0, 1) : s2 − rt = − 2
e2 < 0 et r = − 2

e < 0. Par conséquent la fonction f
admet un maximum local en ce point. Ici, le maximum local est global. En effet,
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puisque max
y∈R

y e−y = 1
e et pour tout x ∈ R : 0 < e−x2 ≤ 1, on a

max
(x,y)∈R2

y e−(x2+y) =
1
e
= f(0, 1) .

3.154 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = 1− ch(x+ y)

∂f

∂y
(x, y) = 2y − ch(x+ y) ,

l’unique point stationnaire de la fonction f est P =
(− 1

2 ,
1
2

)
.

Nature du point stationnaire.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = − sh(x + y)

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = − sh(x+ y)

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 2− sh(x+ y) .

Pour
(− 1

2 ,
1
2

)
: s2 − rt = 0. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins, en

constatant que pour tout δ > 0 :

f

(
−1
2
+ δ,

1
2
− δ

)
= −1

4
+ δ2 > −1

4
= f

(
−1
2
,
1
2

)
et

f

(
−1
2
+ δ,

1
2

)
= −1

4
+ (δ − sh δ) < −1

4
= f

(
−1
2
,
1
2

)
,

on peut affirmer que la fonction f n’admet pas d’extremum local en
(− 1

2 ,
1
2

)
.

3.155 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = 1− ch(x+ y)

∂f

∂y
(x, y) = 1− ch(x+ y) ,

les points stationnaires de la fonction f sont de la forme Px = (x,−x) avec
x ∈ R.

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = − sh(x+ y)

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = − sh(x + y)

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = − sh(x + y) .
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Pour tous les points Px : s2−rt = 0. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins,
en constatant que pour tout δ > 0 :

f(x+ δ,−x) = δ − sh δ < 0 et f(x− δ,−x) = −δ + sh δ > 0 ,

on peut affirmer que la fonction f n’admet pas d’extremum local aux points
Px.

3.156 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) =

8x
1 + x2 + y2

− 2(x− 1)

∂f

∂y
(x, y) = 2y

(
4

1 + x2 + y2
− 1

)
,

la fonction f admet trois points stationnaires, à savoir :

P1 = (−1, 0) , P2 =
(
1−√

2, 0
)
et P3 =

(
1 +

√
2, 0

)
.

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) =

8(1− x2 + y2)(
1 + x2 + y2

)2 − 2

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = − 16 xy(

1 + x2 + y2
)2

t =
∂2f

∂y2
(x, y) =

8(1 + x2 − y2)(
1 + x2 + y2

)2 − 2 .

1) Pour P1 : s2 − rt = 4 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f n’admet pas
d’extremum local en ce point.

2) Pour P2 : s2 − rt = − 8
√

2(3
√

2−4)

(2−√
2)3

< 0 et r = 12
√

2−16
(2−√

2)2
> 0 ; ce qui entrâıne

que la fonction f admet un minimum local en ce point. P2 n’est pas un
minimum global. En effet,

lim
x→−∞ f(x, 0) = lim

x→−∞

(
(1 + x2)

(
4 ln(1 + x2)

1 + x2
− 1

)
+ 2x

)
= −∞ .

3) Pour P3 : s2 − rt = − 8
√

2(3
√

2+4)

(2+
√

2)3
< 0 et r = − 12

√
2+16

(2+
√

2)2
< 0 ; ce qui entrâıne

que la fonction f admet un maximum local en ce point. P3 est un maximum
global. Pour cela, posons t =

√
x2 + y2 et considérons la fonction auxiliaire

g : [0,+∞[→ R définie par g(t) = 4 ln(1 + t2)− (1 + t2) + 2t.

Puisque pour tout t > 0 : g′(t) =
−2(t+ 1)

(
t− (

1−√
2
)) (

t− (
1 +

√
2
))

1 + t2
,

on a max
t>0

g(t) = g
(
1 +

√
2
)
. Finalement, il suffit de remarquer que pour

tout (x, y) ∈ R
2 :

f(x, y) ≤ g(t) ≤ g
(
1 +

√
2
)
= f

(
1 +

√
2, 0

)
.
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3.157 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = 16 y exy + 32 x

∂f

∂y
(x, y) = 16 x exy + 2y ,

la fonction f admet trois points stationnaires, à savoir :

O = (0, 0) , P =

(
−
√
ln 2
2

, 2
√
ln 2

)
et Q =

(√
ln 2
2

,−2
√
ln 2

)
.

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 16y2 exy + 32

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = 16 (1 + xy) exy

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 16 x2 exy + 2 .

1) Pour O = (0, 0) : s2 − rt = 192 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ce point.

2) Pour P et Q : s2 − rt = −256 ln 2 < 0 et r = 32 (1 + ln 2) > 0 ; ce qui
entrâıne que la fonction f admet un minimum local en ces deux points.

3.158 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 2x ex

2 − sin(x + y) + cos(x+ y)

∂f

∂y
(x, y) = − sin(x+ y) + cos(x + y) ,

les points stationnaires de la fonction f sont Pk =
(
0, π4 + kπ

)
avec k ∈ Z.

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2(1 + 2x2) ex

2 − cos(x+ y)− sin(x+ y)

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = − cos(x+ y)− sin(x + y)

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = − cos(x+ y)− sin(x + y) .

1) Pour Pk avec k pair : s2 − rt = 2
√
2 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f

n’admet pas d’extremum local en ces points.

2) Pour Pk avec k impair : s2 − rt = −2√2 < 0 et r = 2 +
√
2 > 0 ; ce qui

entrâıne que la fonction f admet un minimum local en ce point.
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3.159 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = 6x2 + 2(x− y)

∂f

∂y
(x, y) = −2(x− y)− 6 ,

la fonction f admet deux points stationnaires : P = (−1, 2) et Q = (1, 4).
Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 12 x+ 2

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = −2

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 2 .

1) Pour P = (−1, 2) : s2 − rt = 24 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ce point.

2) Pour Q = (1, 4) : s2 − rt = −24 < 0 et r = 14 > 0 ; ce qui entrâıne que la
fonction f admet un minimum local en ces points.

3.160 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = y

(−1 + e−xy
)− sinx

∂f

∂y
(x, y) = x

(−1 + e−xy
)
,

les points stationnaires de la fonction f sont Py = (0, y) avec y ∈ R et Qk =
(kπ, 0) avec k ∈ Z

∗.
Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = −y2 e−xy − cosx

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = −1 + (1− xy) e−xy

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = −x2 e−xy .

1) Pour tous les points Py : s2 − rt = 0. A priori, on ne peut rien dire.
Néanmoins, désignons par g : R → R la fonction défine par g(t) = −t−e−t.
Puisque pour tout t ∈ R : g′(t) = −1 + e−t, on a

max
t∈R2

g(t) = g(0) = −1 .

Ainsi, en remarquant que pour tout (x, y) ∈ R
2 :

f(x, y) ≤ max
t∈R2

g(t) + 1 = f(0, y) = 0 ,

on peut affirmer que la fonction f atteint son maximum global aux points
Py.
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2) Pour Qk avec k �= 0 pair : s2 − rt = −k2π2 < 0 et r = −1 < 0 ; ce qui
entrâıne que la fonction f admet un maximum local (ici global) en ces
points.

3) Pour Qk avec k impair : s2 − rt = k2π2 ; ce qui entrâıne que la fonction f
n’admet pas extremum local en ces points.

3.161 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 2x+ y

(
9
5
+

1
1 + x2y2

)
∂f

∂y
(x, y) = x

(
9
5
+

1
1 + x2y2

)
+ 2y ,

la fonction f admet trois points stationnaires :

O = (0, 0) , P =
(−√

2,
√
2
)
et Q =

(√
2,−√

2
)
.

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2− 2xy3(

1 + x2y2
)2

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) =

9
5
+

1
1 + x2y2

− 2x2y2(
1 + x2y2

)2

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 2− 2x3y(

1 + x2y2
)2 .

1) Pour O = (0, 0) : s2 − rt = 96
25 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f

n’admet pas d’extremum local en ce point.

2) Pour P et Q : s2 − rt = − 64
25 < 0 et r = 58

25 > 0 ; ce qui entrâıne que la
fonction f admet un minimum local en ces points.

3.162 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
∗ × R

∗ :


∂f

∂x
(x, y) = y − 1

x2

∂f

∂y
(x, y) = x+

1
y2

,

l’unique point stationnaire de la fonction f est P = (−1, 1).
Nature du point stationnaire.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) =

2
x3

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = 1

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = − 2

y3
.

Pour P : s2 − rt = −3 < 0 et r = −2 < 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f
admet un maximum local en ce point.
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3.163 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = 2xy

(
4− 3

2
x− y

)
∂f

∂y
(x, y) = x2(4− x− 2y) ,

les points stationnaires de la fonction f sont P = (4, 0),Q = (2, 1) etRy = (0, y)
avec y ∈ R.
Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2y(4− 3x− y)

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2x

(
4− 3

2
x− 2y

)
t =

∂2f

∂y2
(x, y) = −2x2 .

1) Pour P = (4, 0) : s2 − rt = 256 > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f
n’admet pas d’extremum local en ce point.

2) Pour Q = (2, 1) : s2 − rt = −32 < 0 et r = −6 < 0 ; ce qui entrâıne que la
fonction f admet un maximum local en ces points.

3) Pour tous les points Ry : s2 − rt = 0. A priori, on ne peut rien dire.
Néanmoins, en constatant que pour tout y ∈ R : f(0, y) = 0, on obtient, en
étudiant le signe de f(x, y) au voisinage de l’axe Oy, que

• si y /∈ [0, 4], la fonction f admet un maximum local en Ry ;

• si y ∈ ]0, 4[, la fonction f admet un minimum local en Ry ;

• si y = 0 ou 4, la fonction n’admet pas d’extremum local en Ry.

3.164 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 12 x+ 48 (x− y)

(
1− (x− y)2

)7

∂f

∂y
(x, y) = −48 (x− y)

(
1− (x− y)2

)7
,

la fonction f admet trois points stationnaires : O = (0, 0), P = (0,−1) et
Q = (0, 1).
Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 12 + 48

(
1− (x− y)2

)7 − 672 (x− y)2
(
1− (x− y)2

)6

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = −48 (1− (x− y)2

)7 + 672 (x− y)2
(
1− (x− y)2

)6

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 48

(
1− (x− y)2

)7 − 672 (x− y)2
(
1− (x− y)2

)6
.

1) Pour le O = (0, 0) : s2 − rt = −576 < 0 et r = 60 > 0 ; ce qui entrâıne que
la fonction f admet un minimum local en ce point.
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2) Pour P et Q : s2 − rt = 0. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins,
puisque f(0,−1) = f(0, 1) = 1 et pour tout δ > 0 :

f(δ,−1 + δ) = f(δ, 1 + δ) = 1 + 6δ2 > 1

et
f(0,−1− δ) = f(0, 1 + δ) = 1− 3δ8(2 + δ)8 < 1 ,

on peut affirmer que la fonction f n’admet pas d’extremum local aux points
P et Q.

3.165 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :


∂f

∂x
(x, y) = y exy + 2x

∂f

∂y
(x, y) = x exy + 2λy ,

les points stationnaires de la fonction f sont :

O = (0, 0) ,

Pλ =

√
−
√
λ ln

(
2
√
λ
)
, −

√
−
√
λ ln

(
2
√
λ
)

√
λ

 avec 0 < λ <
1
4
,

Qλ =

−
√
−
√
λ ln

(
2
√
λ
)
,

√
−
√
λ ln

(
2
√
λ
)

√
λ

 avec 0 < λ <
1
4
.

Nature des points stationnaires.

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = y2 exy + 2

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = (1 + xy) exy

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = x2 exy + 2λ .

1) Pour le O = (0, 0) : s2 − rt = 1− 4λ et r = 2 > 0 ; ce qui entrâıne que

• Si 0 < λ < 1
4 , la fonction f n’admet pas d’extremum local en ce point.

• Si λ ≥ 1
4 , la fonction f admet un minimum global en ce point. En effet,

en posant E =
{
(x, y) ∈ R

2 : |x| ≤ √
2, |y| ≤

√
2
λ

}
, on sait, f étant

continue et E compact, qu’il existe (a, b) ∈ E pour lequel

f(a, b) = min
(x,y)∈E

f(x, y) ≤ f(0, 0) = 1 .

Ainsi, en remarquant que pour tout (x, y) ∈ R
2 \ E : f(x, y) > 2, on a

f(a, b) = min
(x,y)∈R2

f(x, y) .

D’où ∇f(a, b) = (0, 0) car f ∈ C1. Or pour λ ≥ 1
4 , l’unique point

stationnaire de la fonction f est (0, 0). D’où a = b = 0.
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2) Pour Pλ et Qλ avec 0 < λ < 1
4 :

s2 − rt = 16λ ln
(
2
√
λ
)
< 0 et r = 2

(
1− ln

(
2
√
λ
))

> 0 ;

ce qui entrâıne que la fonction f admet un minimum local en ces points.

3.166 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∂f

∂x
(x, y) = 2x+ y +

2α2x(
1 + α2x2 + y2

)2

∂f

∂y
(x, y) = x+ 2y +

2y(
1 + α2x2 + y2

)2

et 

r =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2 +

2α2(
1 + α2x2 + y2

)2 − 8α4x2(
1 + α2x2 + y2

)3

s =
∂2f

∂x∂y
(x, y) = 1− 8α2xy(

1 + α2x2 + y2
)3

t =
∂2f

∂y2
(x, y) = 2 +

2(
1 + α2x2 + y2

)2 − 8y2(
1 + α2x2 + y2

)3 ,

on obtient que pour O = (0, 0) : ∇f(0, 0) = (0, 0), s2 − rt = −7− 8α2 < 0 et
r = 2(1 + α2) > 0 ; ce qui entrâıne que la fonction f admet un minimum local
en ce point.

3.167 Si l’on pose t = x + y, ce problème revient à chercher les extrema
locaux de la fonction g : R → R définie par

g(t) = t+ sin t+ cos t = t+
√
2 cos

(π

4
− t

)
.

Puisque pour tout t ∈ R : g′(t) = 1+
√
2 sin

(
π
4 − t

)
, les points stationnaires de

la fonction g sont

t =
π

2
+ 2kπ et t = π + 2kπ avec k ∈ Z .

Comme de plus g′′(t) = − sin t− cos t, on a

1) Pour t = π
2 + 2kπ, k ∈ Z : g′′

(
π
2 + 2kπ

)
= −1 < 0, la fonction g admet un

maximum local en ces points.

2) Pour t = π + 2kπ, k ∈ Z : g′′
(
π
2 + 2kπ

)
= 1 > 0, la fonction g admet un

minimum local en ces points.

En conclusion, la fonction f admet un maximum local en tout point des droites
d’équation x+ y = π

2 + 2kπ, k ∈ Z tandis qu’elle admet un minimum local en
tout point des droites d’équation x+ y = π + 2kπ, k ∈ Z.

3.168 Posons t = x2 + y2 et considérons la fonction g : [0,+∞[→ R définie
par

g(t) =
∣∣2√t− t

∣∣ = {
2
√
t− t si 0 ≤ t ≤ 4

−2√t+ t si t > 4 .
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D’une part, on constate que g(0) = g(4) = min
t≥0

g(t) = 0. D’autre part, puisque

g′(t) =


1√
t
− 1 si 0 < t < 4

− 1√
t
+ 1 si t > 4 ,

la fonction g admet un unique point stationnaire, à savoir : t = 1. Comme de
plus pour t ∈ ]0, 4[ : g′′(t) = − 1

2
√
t3

< 0, elle admet, en ce point, un maximum
local.
En conclusion, la fonction f admet un minimum global en (0, 0) et en tout point
situé sur le cercle d’équation x2 + y2 = 4, tandis qu’elle admet un maximum
local en tout point situé sur le cercle d’équation x2 + y2 = 1.

3.169 Pour simplifier l’écriture, posons

r =
∂2f

∂x2
(a, b) , s =

∂2f

∂x∂y
(a, b) et t =

∂2f

∂y2
(a, b) .

Pour commencer, on va supposer que s2 − rt �= 0. Alors, puisque la fonction f
admet un maximum local en (a, b), on doit avoir : s2 − rt < 0 et r < 0 ; ce qui
entrâıne que pour tout (u, v) ∈ R

2 :

ru2 + 2suv + tv2 = r

((
u+

s

r
v
)2

− v2

r2

(
s2 − rt

)) ≤ 0 .

Supposons maintenant que s2 − rt = 0. Si r = t = 0, il n’y a rien à démontrer.
Faisons donc l’hypothèse supplémentaire que r �= 0 (le cas t �= 0 se traitant de
la même manière) et considérons la fonction auxiliaire g : R → R définie par
g(t) = f(t, b). Cette fonction est de classe C2 car f l’est. Puisque g admet un
maximum local en a et que g′′(a) = r �= 0, on doit avoir r < 0. Par conséquent
pour tout (u, v) ∈ R

2 :

ru2 + 2suv + tv2 = r
(
u+

s

r
v
)2

≤ 0 .

3.170 Posons E = [0, 1]× [0, 1]. Puisque pour tout (x, y) ∈ E : f(x, y) ≥ 0,
on peut écrire, sans autre, que

min
(x,y)∈E

f(x, y) = 0 .

On pourra noter que ce minimum est atteint aux points de la forme (0, y) ou
(x, 0) avec 0 ≤ x, y ≤ 1. La fonction f atteint son maximum, car elle continue
sur un compact. En remarquant que, pour tout (x, y) ∈ E̊ :

∂f

∂x
(x, y) =

y(1− 3x2 + y2)(
1− 3x2 + y2r

)2

∂f

∂y
(x, y) =

x(1 + 3x2 − y2)(
1− 3x2 + y2r

)2

⇒ ∇f(x, y) �= (0, 0) ,

le maximum cherché se trouve sur ∂E.
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1) Sur {0} × [0, 1], la fonction f est identiquement nulle.

2) Sur [0, 1]× {0}, la fonction f est identiquement nulle.

3) Sur {1} × [0, 1], la fonction f , qui s’écrit f(1, y) = y
4+y2 , atteint son maxi-

mum en y = 1 et ce dernier vaut 1
5 .

4) Sur [0, 1]×{1}, la fonction f , qui s’écrit f(x, 1) = x
2+3x2 , atteint son maxi-

mum en x =
√

2
3 et ce dernier vaut 1

4

√
2
3 .

En conclusion, max
(x,y)∈E

f(x, y) = f

(√
2
3
, 1

)
=

1
4

√
2
3
.

3.171 Posons E = [−2, 0]× [0, 1]. La fonction f atteint ses extrema, car elle
est continue sur un compact. Puisque, pour tout (x, y) ∈ E̊ :

∂f

∂x
(x, y) = 2x− y + 3

∂f

∂y
(x, y) = −x+ 2y − 2 ,(− 4

3 ,
1
3

)
est l’unique point stationnaire de f et f

(− 4
3 ,

1
3

)
= − 4

3 . Etudions à
présent la fonction sur ∂E.

1) Sur {0} × [0, 1], la fonction f s’écrit f(x, 1) = (y − 1)2. Par conséquent

min
0≤y≤1

f(0, y) = f(0, 1) = 0 et max
0≤y≤1

f(0, y) = f(0, 0) = 1 .

2) Sur [−2, 0]× {1}, la fonction f s’écrit f(x, 1) = x2 + 2x. Par conséquent

min
−2≤x≤0

f(x, 1) = f(−1, 1) = −1 et max
−2≤x≤0

f(x, 1) = f(−2, 1) = f(0, 1) = 0.

3) Sur {−2} × [0, 1], la fonction f s’écrit f(−2, y) = y2 − 1. Par conséquent

min
0≤y≤1

f(−2, y) = f(−2, 0) = −1 et max
0≤y≤1

f(−2, y) = f(−2, 1) = 0 .

4) Sur [−2, 0]×{0}, la fonction f s’écrit f(x, 0) = x2+3x+1. Par conséquent

min
−2≤x≤0

f(x, 0) = f

(
−3
2
, 0

)
= −5

4
et max

−2≤x≤0
f(x, 0) = f(0, 0) = 1 .

En conclusion, min
(x,y)∈E

f(x, y) = −4
3
et max

(x,y)∈E
f(x, y) = 1.

3.172 Posons E =
[
0, π2

]× [
0, π2

]
. La fonction f atteint ses extrema, car elle

est continue sur un compact. Puisque, pour tout (x, y) ∈ E̊ :
∂f

∂x
(x, y) = cosx+ cos(x+ y)

∂f

∂y
(x, y) = cos y + cos(x+ y) ,(

π
3 ,

π
3

)
est l’unique point stationnaire de f et f

(
π
3 ,

π
3

)
= 3

√
3

2 . Etudions à
présent la fonction sur ∂E.
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1) Sur
[
0, π2

]× {0}, la fonction f s’écrit f(x, 0) = 2 sinx. Par conséquent

min
0≤x≤π

2

f(x, 0) = f(0, 0) = 0 et max
0≤x≤π

2

f(x, 0) = f
(π
2
, 0

)
= 2 .

2) Sur
{
π
2

} × [
0, π2

]
, la fonction f s’écrit f

(
π
2 , y

)
= 1 +

√
2 sin

(
π
4 + y

)
. Par

conséquent

min
0≤y≤π

2

f
(π

2
, y

)
= f

(π

2
, 0

)
= f

(π

2
,
π

2

)
= 2 ,

max
0≤y≤π

2

f
(π

2
, y

)
= f

(π

2
,
π

4

)
= 1 +

√
2 .

3) Sur
[
0, π2

] × {
π
2

}
, la fonction f s’écrit f

(
x, π2

)
= 1 +

√
2 sin

(
π
4 + x

)
. Par

conséquent

min
0≤x≤π

2

f
(
x,

π

2

)
= f

(
0,

π

2

)
= f

(π

2
,
π

2

)
= 2 ,

max
0≤x≤π

2

f
(
x,

π

2

)
= f

(π

4
,
π

2

)
= 1 +

√
2 .

4) Sur {0} × [
0, π2

]
, la fonction f s’écrit f(0, y) = 2 sin y. Par conséquent

min
0≤y≤π

2

f(0, y) = f(0, 0) = 0 et max
0≤y≤π

2

f(0, y) = f
(
0,

π

2

)
= 2 .

En conclusion, min
(x,y)∈E

f(x, y) = 0 et max
(x,y)∈E

f(x, y) = 3
√
3
2

.

3.173 La fonction f atteint ses extrema, car elle est continue sur un compact.
Puisque, pour tout (x, y) ∈ E̊ :

∂f

∂x
(x, y) = −y sinx− cosx

∂f

∂y
(x, y) = 2y + cosx ,

la fonction n’admet pas de point stationnaire . Etudions à présent la fonction
sur ∂E.

1) Sur
{
(x, y) ∈ R

2 : |x| ≤ π
2 , y = cosx

}
, la fonction s’écrit f(x, cosx)

= −2 sin2 x− sinx. Par conséquent

min
−π

2 ≤x≤π
2

f(x, cosx) = f
(π

2
, 0

)
= −3 ,

max
−π

2 ≤x≤π
2

f(x, cosx) = f

(
−Arcsin

1
4
,

√
15
4

)
=

1
8
.
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2) Sur
{
(x, y) ∈ R

2 : |x| ≤ π
2 , y = − cosx

}
, la fonction s’écrit f(x, cosx) =

− sinx− 2. Par conséquent

min
−π

2 ≤x≤π
2

f(x,− cosx) = f
(π

2
, 0

)
= −3 ,

max
−π

2 ≤x≤π
2

f(x,− cosx) = f
(
−π

2
, 0

)
= −1 .

En conclusion, min
(x,y)∈E

f(x, y) = −3 et max
(x,y)∈E

f(x, y) =
1
8
.

3.174 E est l’intérieur avec ses côtés du carré de sommets A =
(

3π
4 , 0

)
,

B =
(
0, 3π

4

)
, C =

(− 3π
4 , 0

)
et D =

(
0,− 3π

4

)
. La fonction f étant continue sur

un compact, elle atteint ses extrema. Puisque, pour tout (x, y) ∈ E̊ :
∂f

∂x
(x, y) = cos(x − y)− sin(x+ y)

∂f

∂y
(x, y) = − cos(x− y)− sin(x + y) ,

la fonction admet deux points stationnaires, à savoir :
(−π

4 ,
π
4

)
et

(
π
4 ,−π

4

)
. De

plus, f
(−π

4 ,
π
4

)
= 0 et f

(
π
4 ,−π

4

)
= 2. Etudions à présent la fonction sur son

bord ∂E.

1) Sur le segment AB, la fonction s’écrit f
(
x,−x+ 3π

4

)
= sin

(
2x− 3π

4

)− 1√
2
.

Par conséquent

min
0≤x≤ 3π

4

f

(
x,−x+

3π
4

)
= f

(
π

8
,
5π
8

)
= −1− 1√

2
,

max
0≤x≤ 3π

4

f

(
x,−x+

3π
4

)
= f

(
5π
8

,
π

8

)
= 1− 1√

2
.

2) Sur le segment BC, la fonction s’écrit f
(
x, x + 3π

4

)
= cos

(
2x + 3π

4

)− 1√
2
.

Par conséquent

min
− 3π

4 ≤x≤0

f

(
x, x +

3π
4

)
= f

(
0,
3π
4

)
= f

(
−3π

4
, 0

)
= 0 ,

max
− 3π

4 ≤x≤0

f

(
x, x +

3π
4

)
= f

(
−3π

8
,
3π
8

)
= 1− 1√

2
.

3) Sur le segment CD, la fonction s’écrit f
(
x,−x− 3π

4

)
= sin

(
2x+ 3π

4

)− 1√
2
.

Par conséquent

min
− 3π

4 ≤x≤0

f

(
x,−x− 3π

4

)
= f

(
−5π

8
,−π

8

)
= −1− 1√

2
,

max
− 3π

4 ≤x≤0

f

(
x,−x− 3π

4

)
= f

(
−π

8
,−5π

8

)
= 1− 1√

2
.
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4) Sur le segment DA, la fonction s’écrit f
(
x, x − 3π

4

)
= cos

(
2x − 3π

4

)
+ 1√

2
.

Par conséquent

min
0≤x≤3π

4

f

(
x, x − 3π

4

)
= f

(
0,−3π

4

)
= f

(
3π
4

, 0
)
= 0 ,

max
0≤x≤3π

4

f

(
x, x − 3π

4

)
= f

(
3π
8

,−3π
8

)
= 1 +

1√
2
.

En conclusion, min
(x,y)∈E

f(x, y) = −1− 1√
2
et max

(x,y)∈E
f(x, y) = 2.

3.175 Pour commencer, montrons l’existence de ces extrema. Pour cela, consi-
dérons le sous-ensemble E = [0, 2π] × [0, 2π]. Puisqu’il est compact et que la
fonction f est continue, elle atteint son minimum et son maximum sur E. Au-
trement dit, il existe (a, b), (c, d) ∈ E pour lesquels

f(a, b) = min
(x,y)∈E

f(x, y) et f(c, d) = max
(x,y)∈E

f(x, y) .

Soit à présent (u, v) ∈ R
2. On sait qu’il existe un unique couple (u1, v1) de

[0, 2π[ × [0, 2π[ et un unique couple (k1, k2) de Z
2 tels que u = u1 + 2k1π et

v = v1 + 2k2π. Par conséquent f(a, b) ≤ f(u, v) = f(u1, v1) ≤ f(c, d). On a
ainsi démontré que

f(a, b) = min
(x,y)∈R2

f(x, y) et f(c, d) = max
(x,y)∈R2

f(x, y) .

La fonction f étant de classe C1, on doit avoir ∇f(a, b) = ∇f(c, d) = (0, 0).
Finalement, puisque les solutions dans E du système

∂f

∂x
(x, y) = − sinx+ cos(x+ y) = 0

∂f

∂y
(x, y) = − sin y + cos(x+ y) = 0

sont
(

3π
2 , 3π

2

)
,
(
π
6 ,

π
6

)
et

(
5π
6 , 5π

6

)
et que de plus

f

(
3π
2

,
3π
2

)
= 0 , f

(π

6
,
π

6

)
=

3
√
3

2
et f

(
5π
6

,
5π
6

)
= −3

√
3

2
,

on peut conclure que min
(x,y)∈R2

f(x, y) = −3
√
3

2
et max

(x,y)∈R2
f(x, y) =

3
√
3

2
.

3.176 Pour commencer, montrons l’existence de ce minimum. Pour cela,
considérons le sous-ensemble E = [−6, 6]× [−6, 6]. Puisqu’il est compact et que
la fonction f est continue, elle atteint son minimum sur E. D’autre part, en
constatant que (0, 0) ∈ E, f(0, 0) = 6 et pour tout (x, y) ∈ R

2 \E : f(x, y) > 6,
on peut aussi écrire

min
(x,y)∈R2

f(x, y) = min
(x,y)∈E

f(x, y) .



Dérivées partielles 169

La fonction f étant de classe C1, ce minimum est atteint en un de ses points
stationnaires. Finalement, puisque l’unique solution du système

∂f

∂x
(x, y) = 4(3x+ y + 2) = 0

∂f

∂y
(x, y) = 2(2x+ 3y + 4) = 0

est
(− 2

7 ,− 8
7

)
, on peut conclure que min

(x,y)∈R2
f(x, y) = f

(
−2
7
,−8

7

)
=

2
7
.

Remarque : Géométriquement, ce problème revient à trouver la plus courte
distance � entre les deux droites gauches

d1 =
{
(2− t, 3 + t, 1− 2t) : t ∈ R

}
et d2 =

{
(1− t, 2− t, 3 + t) : t ∈ R

}
.

z

7

4

d1

d2

8

x
5

4

3
2

1
7
2

5

y

3.177 Pour commencer, montrons l’existence de ce minimum. Pour cela,
considérons le sous-ensemble E = B

(
(0, 0), 2

)
. Puisqu’il est compact et que

la fonction f est continue, elle atteint son minimum sur E. D’autre part, en
constatant que (0, 0) ∈ E, f(0, 0) = 4 et pour tout (x, y) ∈ R

2 \E : f(x, y) > 4,
on peut écrire

min
(x,y)∈R2

f(x, y) = min
(x,y)∈E

f(x, y) .

La fonction f étant de classe C1, ce minimum est atteint en un de ses points
stationnaires. Finalement, puisque l’unique solution du système
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∂f

∂x
(x, y) = 2(2x+ y − 2) = 0

∂f

∂y
(x, y) = 2(x+ 2y − 2) = 0

est
(

2
3 ,

2
3

)
, on peut conclure que min

(x,y)∈R2
f(x, y) = f

(
2
3
,
2
3

)
=

4
3
.

3.178 Pour commencer, montrons l’existence de ce minimum. Pour cela,
désignons par E l’intérieur avec ses côtés du triangle rectangle de sommets
A = (−2,−2), B = (7,−2) et C = (−2, 7). Puisqu’il est compact et que
la fonction f est continue, elle atteint son minimum sur E. D’autre part, en
constatant que (0, 0) ∈ E, f(0, 0) = 2 et pour tout (x, y) ∈ R

2 \E : f(x, y) > 2,
on peut écrire

min
(x,y)∈R2

f(x, y) = min
(x,y)∈E

f(x, y) .

y

C

5

2

0

|x| > 2 |x+ y − 2| > 2

2 5 x

E

F

A −2 B|y| > 2

Recherche de ce minimum.

1) Soit F l’intérieur du triangle rectangle délimité par les deux axes et la droite
d’équation x+ y − 2 = 0. Alors,

∇f(x, y) = (0, 0)⇒ (x, y) ∈ F .

De plus, dans F : f(x, y) = 2.

2) Sur l’axe Ox, la fonction f s’écrit f(x, 0) = |x|+ |x− 2|. Par conséquent

min
x∈R

f(x, 0) = f(t, 0) = 2 avec t ∈ [0, 2] .

3) Sur l’axe Oy, la fonction f s’écrit f(0, y) = |y|+ |y − 2|. Par conséquent

min
y∈R

f(0, y) = f(0, t) = 2 avec t ∈ [0, 2] .
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4) Sur la droite d d’équation x+ y − 2 = 0, la fonction f s’écrit f(x, 2− x) =
|x|+ |2− x|. Par conséquent

min
x∈R

f(x, 2− x) = f(t, 2− t) = 2 avec t ∈ [0, 2] .

En conclusion, min
(x,y)∈R2

f(x, y) = 2.

3.179 Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R
2 → R

définie par

f(x, y) =
√
2
(√

x2 − 6x+ 25 +
√

x2 + y2 +
√

y2 − 12 y + 40
)
.

Pour commencer, montrons l’existence de ce minimum. Pour cela, considérons
le sous-ensemble E = B

(
(0, 0), 12

)
. Puisqu’il est compact et que la fonction f

est continue, elle atteint son minimum sur E. D’autre part, en constatant que
(0, 0) ∈ E et pour tout (x, y) ∈ R

2 \ E : f(x, y) > f(0, 0), on peut écrire

min
(x,y)∈R2

f(x, y) = min
(x,y)∈E

f(x, y) .

La fonction f étant de classe C1, ce minimum est atteint en un de ses points
stationnaires. Finalement, puisque l’unique solution du système

∂f

∂x
(x, y) =

√
2

(
x− 3√

x2 − 6x+ 25
+

x√
x2 + y2

)
= 0

∂f

∂y
(x, y) =

√
2

(
y√

x2 + y2
+

y − 6√
y2 − 12 y + 40

)
= 0

est (1, 2), on a B = (1,−1) et C = (2, 2).

y

4

2

1

A′

D′

y = x

C

D

B

A

1 7 8 x

y = −x

0
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3.180 1) En effet, puisque pour tout x ∈ R : gα(x) = x2(α − x)(α − 2x), la
fonction gα admet un minimum local en 0.

2) Non, car pour tout x �= 0 : f
(
x,

3x2

2

)
< f(0, 0) = 0 < f

(
x,

x2

2

)
.

3.181 Soit g : R → R la fonction auxiliaire définie par

g(t) = f(x = 5 ch t, y = 5 sh t) =
25
4

(
3 e2t + e−2t

)
.

Ainsi, puisque pout tout t ∈ R : g′(t) = 25
2 e−2t

(
3e4t − 1

)
, on a

min
t∈R

g(t) = g

(
− ln 3

4

)
=

25
√
3

2
.

Finalement, en constatant que pour tout (x, y) ∈ E : f(x, y) = f(−x,−y), on
peut écrire

min
(x,y)∈E

f(x, y) = min
t∈R

g(t) =
25

√
3

2
.

3.182 Soit g : E = [0, 1]× [0, 2π[ → R la fonction auxiliaire définie par

g(r, θ) = f(x = r cos θ, y = r sin θ) =
√
2

r

1 + r2
sin

(π

4
+ θ

)
.

Ainsi, en remarquant que sur [0, 1] la fonction h(r) = r
1+r2 est strictement

croissante, on peut écrire

min
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) = min
(r,θ)∈E

g(r, θ) = − 1√
2
,

max
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) = max
(r,θ)∈E

g(r, θ) =
1√
2
.

3.183 Soit g : D = [2, 3]× [
π
4 ,

π
2

] → R la fonction auxiliaire définie par

g(r, θ) = f(x = r cos θ, y = r sin θ) = r
sin θ

1 + cotg θ
.

Ainsi, en remarquant que sur
[
π
4 ,

π
2

]
la fonction h(θ) = sin θ

1+cotg θ est strictement
croissante, on peut écrire

min
(x,y)∈E

f(x, y) = min
(r,θ)∈D

g(r, θ) =
1√
2
et max

(x,y)∈E
f(x, y) = max

(r,θ)∈D
g(r, θ) = 3 .

3.184 1) Soit (x, y) ∈ R
2 fixé. Ainsi, en constatant que

lim
t→0

ln(cos tx+ y sin tx)
t

= lim
t→0

−x sin tx+ xy cos tx
cos tx+ y sin tx

= xy ,

on obtient bien que f(x, y) = lim
t→0

e
ln(cos tx+y sin tx)

t = exy.
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z = exy

x

y

2) La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Dési-
gnons par (a, b) un de ces points. Alors,

• Si (a, b) ∈ B
(
(0, 0), 2

)
, on doit avoir

∇f(a, b) =
(
b eab, a eab

)
= (0, 0)⇐⇒ a = b = 0

et f(0, 0) = 1.

• Supposons à présent que (a, b) ∈ ∂B
(
(0, 0), 2

)
et considérons la fonction

auxiliaire g : [0, 2π[ → R définie par g(θ) = f(x = 2 cos θ, y = 2 sin θ) =
e2 sin 2θ. Alors,

min
(x,y)∈∂B((0,0),2)

f(x, y) = min
0≤θ<2π

g(θ) = e−2 ,

max
(x,y)∈∂B((0,0),2)

f(x, y) = max
0≤θ<2π

g(θ) = e2 .

Finalement, min
(x,y)∈B((0,0),2)

f(x, y) = e−2 et max
(x,y)∈B((0,0),2)

f(x, y) = e2.

3.185 En remarquant que
{
t =

√
x2 + y2 : (x, y) ∈ B

(
(2, 0), 2

)}
= [0, 4] , ce

problème revient tout simplement à trouver les extrema de la fonction g :
[0, 4] → R définie par

g(t) =

{
2t− t2 si 0 ≤ t < 2
t2 − 2t si 2 ≤ t ≤ 4 .
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D’où
min

(x,y)∈B((2,0),2)
f(x, y) = min

0≤t≤4
g(t) = 0 ,

max
(x,y)∈B((2,0),2)

f(x, y) = max
0≤t≤4

g(t) = 8 .

3.186 Pour tout t ∈ R, désignons par dt la droite d’équation y = x− t. Ainsi,
puisque

E ∩ dt �= ∅ ⇐⇒ −t2 + 4t+ 1 ≥ 0 ⇐⇒ 2−
√
5 ≤ t ≤ 2 +

√
5

et la fonction g(t) = ln(1 + t) + e
− 1

1+t strictement croissante sur ]−1,+∞[, on
peut écrire

min
(x,y)∈E

f(x, y) = g
(
2−

√
5
)
= ln

(
3−

√
5
)
+ e

− 1
3−√

5 ,

max
(x,y)∈E

f(x, y) = g
(
2 +

√
5
)
= ln

(
3 +

√
5
)
+ e

− 1
3+

√
5 .

y

1

0

2
x

y = x− (
2−√

5
)

y = x− t

y = x− (
2 +

√
5
)

3.187 Posons E =
{
(x, y) ∈ R

2 : x + y = 8 , x, y > 0
}
. Alors, les extrema

de la fonction f sur E sont les mêmes que ceux de la fonction g : ]0, 8[ → R

définie par g(t) = f(t, 8− t) = 2t(8− t)(t− 4). Par conséquent

min
(x,y)∈E

f(x, y) = g

(
4− 4√

3

)
= − 256

3
√
3
,

max
(x,y)∈E

f(x, y) = g

(
4 +

4√
3

)
=

256
3
√
3
.
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3.188 Posons E =
{
(x, y) ∈ R

2 : sinx sin y = 1
2 , 0 ≤ x, y ≤ π

}
. Alors, en

constatant que la condition sinx sin y = 1
2 avec 0 ≤ x, y ≤ π est équivalente

à y = Arcsin 1
2 sin x ou π − Arcsin 1

2 sin x avec π
6 ≤ x ≤ 5π

6 , les extrema de la
fonction f sur E sont les mêmes que ceux de la fonction g :

[
π
6 ,

5π
6

] → R définie
par

g(t) =
1
4
(cotg2 t− 1) + sin2 t .

Par conséquent min
(x,y)∈E

f(x, y) =
1
2
et max

(x,y)∈E
f(x, y) =

3
4
.

3.189 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. En constatant que ∇f(a, b) �= (0, 0), on
a (a, b) ∈ ∂B

(
(0, 0), 1

)
et posons g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0. Ainsi, puisque

∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un
scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0). D’où{

1 + 2λa = 0
2 + 2λb = 0

⇒ b = 2a .

Par conséquent

min
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) = f

(
− 1√

5
,− 2√

5

)
= −√

5 ,

max
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) = f

(
1√
5
,
2√
5

)
=

√
5 .

3.190 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

1) Si (a, b) ∈ B
(
(0, 0), 1

)
, on doit avoir

∇f(a, b) = (2a+ b, a− 2b) = (0, 0)⇐⇒ a = b = 0

et f(0, 0) = 0.

2) Supposons à présent que (a, b) ∈ ∂B
(
(0, 0), 1

)
et posons g(x, y) = x2+y2−

1. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème
de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f +λg)(a, b) = (0, 0).
D’où {

2(1 + λ)a+ b = 0
a+ 2(−1 + λ)b = 0 ;

ce qui entrâıne, puisque (a, b) �= (0, 0), que

det
(

2(1 + λ) 1
1 2(−1 + λ)

)
= 4λ2 − 5 = 0 ⇐⇒ λ = ±

√
5
2

.

• λ = −
√

5
2 . Alors, b =

(√
5− 2

)
a. Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a

(a, b) = ±
(

1√
10− 4

√
5
,

√
5− 2√

10− 4
√
5

)
et f(a, b) =

−10 + 5
√
5

10− 4
√
5

.
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• λ =
√

5
2 . Alors, b = −(√

5 + 2
)
a. Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a

(a, b) = ±
(
− 1√

10 + 4
√
5
,

√
5 + 2√

10 + 4
√
5

)
et f(a, b) = −10 + 5

√
5

10 + 4
√
5
.

En conclusion,

min
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) = −10 + 5
√
5

10 + 4
√
5
et max

(x,y)∈B((0,0),1)
f(x, y) =

−10 + 5
√
5

10− 4
√
5

.

3.191 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

1) Si (a, b) ∈ B
(
(0, 0), 1

)
, on doit avoir

∇f(a, b) = (10 a− 6b,−6a+ 2b) = (0, 0)⇐⇒ a = b = 0 .

f(0, 0) = 0.

2) Supposons à présent que (a, b) ∈ ∂B
(
(0, 0), 1

)
et posons g(x, y) = x2+y2−

1. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème
de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f +λg)(a, b) = (0, 0).
D’où {

2(λ+ 5)a− 6b = 0
−6a+ 2(λ+ 1)b = 0 ;

ce qui entrâıne, puisque (a, b) �= (0, 0), que

det
(

2(λ+ 5) −6
−6 2(λ+ 1)

)
= 4λ2 + 24λ− 16 = 0 ⇐⇒ λ = −3±

√
13 .

• λ = −3−√
13. Alors, b = 2−√

13
3 a. Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a

(a, b) = ±
(

3√
26− 4

√
13

,
2−√

13√
26− 4

√
13

)
et f(a, b) =

27 + 14
√
13

26− 4
√
13

.

• λ = −3 +√
13. Alors, b = 2+

√
13

3 a. Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a

(a, b) = ±
(

3√
26 + 4

√
13

,
2 +

√
13√

26 + 4
√
13

)
et f(a, b) =

27− 14
√
13

26 + 4
√
13

.

En conclusion,

min
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) =
27− 14

√
13

26 + 4
√
13

et max
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) =
27 + 14

√
13

26− 4
√
13

.
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3.192 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

1) (a, b) /∈ B
(
(0, 0), 1

)
car

∇f(a, b) =
(
1 + b+

a

2 + a2 + b2
, a+

b

2 + a2 + b2

)
�= (0, 0) .

En effet, raisonnons par l’absurde et supposons que ∇f(a, b) = 0. Alors,
a2 = b(b+ 1). Comme de plus a2 + b2 < 1, on aurait 0 ≤ |a|, b < 1 ; ce qui
entrâınerait que

∂f

∂x
(a, b) = 1 + b+

a

2 + a2 + b2
>

1
2
.

D’où contradiction.

2) Par conséquent (a, b) ∈ ∂B
(
(0, 0), 1

)
et posons g(x, y) = x2 + y2 − 1. Ainsi,

en constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de La-
grange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f1+λg)(a, b) = (0, 0) avec
f1(x, y) = x(1 + y) + ln 3

2 (f = f1 sur ∂B
(
(0, 0), 1

)
). D’où{

1 + 2λa+ b = 0
a+ 2λb = 0

⇒ a2 = b(1 + b).

Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a (a, b) = (0,−1) ou (±√
3

2 , 1
2

)
et

f1(0, 1) =
ln 3
2

, f1

(
−
√
3
2

,
1
2

)
= −3

√
3

4
+

ln 3
2

,

f1

(√
3
2

,
1
2

)
=

3
√
3

4
+

ln 3
2

.

En conclusion,

min
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) = −3
√
3

4
+

ln 3
2

et max
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) =
3
√
3

4
+

ln 3
2

.

3.193 1) Pour commencer, on va trouver les extrema de la fonction auxiliaire
h : B

(
(0, 0), 1

) → R définie par h(x, y) = x6 + y6 + x2 + y2 + 1. Cette fonction
étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b)
un de ces points. Alors,

∇h(a, b) =
(
2a(1 + 3a4), 2b(1 + 3b4)

)
= (0, 0)⇐⇒ a = b = 0

et h(0, 0) = 1.
2) Supposons à présent que (a, b) ∈ ∂B

(
(0, 0), 1

)
et posons g(x, y) = x2+y2−1.

Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de
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Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(h1 + λg)(a, b) = (0, 0) avec
h1(x, y) = x6 + y6 + 2 (h = h1 sur ∂B

(
(0, 0), 1

)
). D’où{

2a(3a4 + λ) = 0
2b(3b4 + λ) = 0 .

Ainsi,

• ab = 0. Alors, puisque g(a, b) = 0, on a (a, b) = (0,±1) ou (±1, 0) et
h(a, b) = h1(a, b) = 3.

• ab �= 0. Alors, a2 = b2 =
1
2
et h(a, b) = h1(a, b) =

9
4
.

Finalement, puisque la fonction Arctg est une fonction strictement croissante,
on peut écrire

min
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) = Arctg 1 =
π

4
et max

(x,y)∈B((0,0),1)
f(x, y) = Arctg 3 .

3.194 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

1) Si (a, b) ∈ B
(
(0, 0), 1

)
, on doit avoir

∇f(a, b) =
(

2a3

2 + a4 + b4
,

2b3

2 + a4 + b4

)
= (0, 0) ⇐⇒ a = b = 0

et f(0, 0) = ln 2
2 .

2) Supposons à présent que (a, b) ∈ ∂B
(
(0, 0), 1

)
et posons g(x, y) = x2+y2−

1. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème
de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f +λg)(a, b) = (0, 0).
D’où 

2a
(

a2

2 + a4 + b4
+ λ

)
= 0

2b
(

b2

2 + a4 + b4
+ λ

)
= 0 .

Ainsi,

• ab = 0. Alors, puisque g(a, b) = 0, on a (a, b) = (0,±1) ou (±1, 0) et
f(a, b) = ln 3

2 .

• ab �= 0. Alors, a2 = b2 = 1
2 et f(a, b) = ln 5

2
2 .

En conclusion, min
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) =
ln 2
2

et max
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) =
ln 3
2

.

3.195 1) Pour commencer, on va trouver les extrema de la fonction auxiliaire
h : B

(
(0, 0), 1

) → R définie par h(x, y) = xy. Cette fonction étant continue
sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un de ces points.
Alors,

∇h(a, b) = (b, a) = (0, 0) ⇐⇒ a = b = 0

et h(0, 0) = 1.



Dérivées partielles 179

2) Supposons à présent que (a, b) ∈ ∂B
(
(0, 0), 1

)
et posons g(x, y) = x2+y2−1.

Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de
Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(h+ λg)(a, b) = (0, 0). D’où{

2λa+ b = 0
a+ 2λb = 0 ;

ce qui entrâıne, puisque (a, b) �= (0, 0), que

det
(

2λ 1
1 2λ

)
= 4λ2 − 1 = 0 ⇐⇒ λ = ±1

2
.

• λ = − 1
2 . Alors, b = a. Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a

(a, b) = ±
(

1√
2
,
1√
2

)
et h(a, b) = 1

2 .

• λ = 1
2 . Alors, b = −a. Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a

(a, b) = ±
(
− 1√

2
,
1√
2

)
et h(a, b) = − 1

2 .

Finalement, puisque la fonction Arctg est une fonction strictement croissante,
on peut écrire

min
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) = −Arctg
1
2

et max
(x,y)∈B((0,0),1)

f(x, y) = Arctg
1
2
.

3.196 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

1) (a, b) /∈ E̊ car ∇f(a, b) = (−1, 1) �= (0, 0).

2) Par conséquent (a, b) ∈ ∂E et posons g(x, y) = x2 +2y2 +2x− 1. Ainsi, en
constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange,
qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0). D’où{

−1 + 2λ(a+ 1) = 0
1 + 4λb = 0

⇒ a+ 1 = −2b ;

ce qui entrâıne, puisque g(a, b) = 0, que

(a, b) =
(
−1− 2√

3
,
1√
3

)
ou

(
−1 + 2√

3
,− 1√

3

)
et

f

(
−1− 2√

3
,
1√
3

)
= 3 +

√
3 et f

(
−1 + 2√

3
,− 1√

3

)
= 3−

√
3 .

En conclusion, min
(x,y)∈E

f(x, y) = 3−√
3 et max

(x,y)∈E
f(x, y) = 3 +

√
3 .
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3.197 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

1) (a, b) /∈ E̊ car ∇f(a, b) = (6a, 2b) �= (0, 0).

2) Par conséquent (a, b) ∈ ∂E et posons g(x, y) = 9x2+(y− 1)2− 1. Ainsi, en
constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange,
qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0). D’où{

6a(1 + 3λ) = 0
2b+ 2λ(b − 1) = 0 .

• λ = −1
3 . Alors, b = − 1

2 . Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a 9a2 = − 5
4 ; ce

qui est impossible. Ce cas est donc à rejeter.

• λ �= − 1
3 . Alors, a = 0. Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a b = 0 ou 2.

En conclusion, min
(x,y)∈E

f(x, y) = f(0, 0) = 0 et max
(x,y)∈E

f(x, y) = f(0, 2) = 4.

3.198 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

1) Si (a, b) ∈ E̊, on doit avoir

∇f(a, b) = (2a+ b, a+ 4b) = (0, 0)⇐⇒ a = b = 0

et f(0, 0) = 0.

2) Supposons à présent que (a, b) ∈ ∂E et posons g(x, y) = x2 + 2y2 − 4.
Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de
Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f1 + λg)(a, b) = (0, 0)
avec f1(x, y) = 4 + xy (f1 = f sur ∂E). D’où{

2λa+ b = 0
a+ 4λb = 0

⇒ a2 = 2b2 .

Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a (a, b) = ±(−√
2, 1

)
ou ± (√

2, 1
)
et f1(a, b)

= 4±√
2.

En conclusion, min
(x,y)∈E

f(x, y) = 0 et max
(x,y)∈E

f(x, y) = 4 +
√
2 .

3.199 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

1) Si (a, b) ∈ E̊, on doit avoir

∇f(a, b) = (1 + 2a, 2b) = (0, 0)⇐⇒ a = −1
2
et b = 0

et f
(− 1

2 , 0
)
= − 1

4 .
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2) Supposons à présent que (a, b) ∈ ∂E et posons g(x, y) = x2

25 + y2

16 − 1.
Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de
Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0).
D’où 

1 + 2
(
1 +

λ

25

)
a = 0

2b
(
1 +

λ

16

)
= 0 .

• b = 0. Alors, puisque g(a, b) = 0, on a |x| = 5. D’où f(−5, 0) = 20 et
f(5, 0) = 30.

• b �= 0. Alors, λ = −16 et a = − 25
18 . Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a

b2 = 16
(
1− 25

182

)
et f(a, b) = −25

18
+

252

182
+ 16

(
1− 25

182

)
.

En conclusion, min
(x,y)∈E

f(x, y) = −1
4
et max

(x,y)∈E
f(x, y) = 30.

3.200 Posons E =
{
(x, y) ∈ R

2 : x2 + 3
√
2xy ≥ 1

}
et montrons que la

restriction de la fonction f à E atteint son minimum. Pour cela, posons E1 =
E ∩ B

(
(0, 0), 1

)
. Puisque E1 est compact et f continue, il existe (a, b) ∈ E1

pour lequel on a
f(a, b) = min

(x,y)∈E1

f(x, y) .

Ainsi, en constatant que f(a, b) ≤ f(1, 0) = 1 car (1, 0) ∈ E1 tandis que pour
tout (x, y) ∈ E \ E1 : f(x, y) ≥ x2 + y2 > 1, on peut écrire

f(a, b) = min
(x,y)∈E

f(x, y) .

1) (a, b) /∈ E̊ car ∇f(a, b) = (2a, 12 b) �= (0, 0).

2) Par conséquent (a, b) ∈ ∂E et posons g(x, y) = x2 + 3
√
2xy − 1. Ainsi, en

constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange,
qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0). D’où{

2(1 + λ)a+ 3
√
2λb = 0

3
√
2λa+ 12 b = 0 ;

ce qui entrâıne, puisque (a, b) �= (0, 0), que

det
(

2(1 + λ) 3
√
2λ

3
√
2λ 12

)
= −18λ2 + 24λ+ 24 = 0 ⇐⇒ λ = −2

3
ou 2 .

• λ = − 2
3 . Alors, b = a

3
√

2
. Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a 2a2 = 1 et

f(a, b) = 2
3 .

• λ = 2. Alors, b = − a√
2
. Ainsi, puisque g(a, b) = 0, on a −2a2 = 1 ; ce

qui est impossible. Ce cas est donc à exclure.

En conclusion, min
(x,y)∈E

f(x, y) =
2
3
.
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3.201 Pour commencer, notons que pour tout (x, y) ∈ R
2 :

f(x, y) =
∫ y

x

t e−t2 dt = −e−t2

2

∣∣∣∣∣
y

x

=
1
2
(
e−x2 − e−y2)

et posons E =
{
(x, y) ∈ R

2 : ex
2
+ ey

2
= 8

}
. Puisque f est continue sur le

compact E, sa restriction à E atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un de
ces points et posons g(x, y) = ex

2
+ey

2 −8. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �=
(0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de
sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0). D’où{

−a
(
e−a2 − 2λ ea2

)
= 0

b
(
e−b2 + 2λ eb2

)
= 0

⇒ ab = 0 ;

ce qui nous permet de conclure que

min
(x,y)∈E

f(x, y) = f(a, 0) = −3
7
et max

(x,y)∈E
f(x, y) = f(0, b) =

3
7
.

3.202 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b, c) un de ces points. Alors, f(a, b, c) = abc �= 0 car
f
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
> 0 et f

(
1√
3
, 1√

3
, −1√

3

)
< 0. Alors,

1) (a, b, c) /∈ B
(
(0, 0, 0), 1

)
car

∇f(a, b, c) = (bc, ac, ab) = (0, 0, 0)⇒ f(a, b, c) = 0 .

2) Par conséquent (a, b, c) ∈ ∂B
(
(0, 0), 1

)
et posons g(x, y, z) = x2+y2+z2−1.

Ainsi, en constatant que ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait, d’après le théorème
de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b, c) =
(0, 0, 0). D’où 

bc+ 2λa = 0
ac+ 2λb = 0
ab+ 2λc = 0

⇒ a2 = b2 = c2 ;

ce qui entrâıne, puisque g(a, b, c) = 0, que a2 = b2 = c2 = 1
3 .

En conclusion,

min
(x,y,z)∈B((0,0,0),1)

f(x, y, z) = − 1
3
√
3

et max
(x,y,z)∈B((0,0,0),1)

f(x, y, z) =
1

3
√
3
.

3.203 La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b, c) un de ces points. Alors,

1) Si (a, b, c) ∈ B
(
(0, 0, 0), 1

)
, on doit avoir

∇f(a, b, c) = (b+ c, a+ c, a+ b) = (0, 0, 0)⇐⇒ a = b = c = 0

et f(0, 0, 0) = 0.
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2) Supposons à présent que (a, b, c) ∈ ∂B
(
(0, 0), 1

)
et posons g(x, y, z) =

x2 + y2 + z2 − 1. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b, c) �= (0, 0), on sait,
d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que
∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

b+ c+ 2λa = 0
a+ c+ 2λb = 0
a+ b+ 2λc = 0

⇒ (λ+ 1)(a+ b + c) = 0 .

• λ = −1. Alors, 0 = a(b+c−2a)+b(a+c−2b)+c(a+b−2c) = 2f(a, b, c)−2
ou encore f(a, b, c) = 1.

• λ �= −1. Alors, 0 = (a+b+c)2 = 1+2f(a, b, c) ou encore f(a, b, c) = − 1
2 .

En conclusion,

min
(x,y,z)∈B((0,0,0),1)

f(x, y, z) = −1
2

et max
(x,y,z)∈B((0,0,0),1)

f(x, y, z) = 1 .

3.204 Ce problème revient à trouver le carré de la plus longue et de la plus
courte distance de l’origine à l’ellipsöıde E donné par l’équation de la condition.
Ces deux valeurs extrêmes sont atteintes en des points (a, b, c) de E car E est
compact. Posons g(x, y, z) = 5x2 + 9y2 + 6z2 + 4yz − 1. Ainsi, en constatant
que ∇g(a, b, c) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe
un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

2(1 + 5λ)a = 0
2(1 + 9λ)b+ 4λc = 0
4λb+ 2(1 + 6λ)c = 0 .

1) b = c = 0. Alors, 5a2 = 1 et f(a, b, c) = 1
5 .

2) (a, b) �= (0, 0). Alors,

det
(
2(1 + 9λ) 4λ

4λ 2(1 + 6λ)

)
= 4(50λ2+15λ+1) = 0 ⇐⇒ λ = − 1

10
ou −1

5
.

• λ = − 1
10 . Alors, a = 0 et b = 2c ; ce qui entrâıne, puisque g(a, b, c) = 0,

que 5 0c2 = 1 et f(a, b, c) = 1
10 .

• λ = − 1
5 . Alors, c = −2b ; ce qui entrâıne, puisque g(a, b, c) = 0, que

5a2 + 25 b2 = 1 et f(a, b, c) = a2 + 5b2 = 1
5 .

En conclusion, min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) =
1
10

et max
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) =
1
5
.

3.205 Posons E =
{
(a, b, c) ∈ R

2 : xy+ xz + yz − 1 = 0
}
et montrons que la

restriction de la fonction f à E atteint son minimum. Pour cela, posons E1 =
E ∩B

(
(0, 0, 0), 3

)
. Puisque E1 est compact et f continue, il existe (a, b, c) ∈ E1

pour lequel on a f(a, b, c) = min(x,y,z)∈E1 f(x, y, z). Ainsi, en constatant que
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f(a, b, c) ≤ f(1, 1, 0) = 6 car (1, 1, 0) ∈ E1 tandis que pour tout (x, y, z) ∈
E \ E1 : f(x, y, z) ≥ x2 + y2 + z2 > 9, on peut écrire

f(a, b, c) = min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) .

Posons g(x, y, z) = xy + xz + yz − 1. Puisque ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait,
d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f +
λg)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

2a+ λb + λc = 0
λa+ 10 b+ λc = 0
λa+ λb + 16 c = 0 ;

ce qui entrâıne, puisque (a, b, c) �= (0, 0, 0), que

det

 2 λ λ
λ 10 λ
λ λ 16

 = 2(λ− 4)(λ2 − 10λ− 40) ⇐⇒ λ = 4 ou 5±
√
65 .

De plus,

0 = a(2a+ λb + λc) + b(λa+ 10 b+ λc) + c(λa+ λb+ 16 c)

= 2f(a, b, c) + 2λ(ab+ ac+ bc) = 2
(
f(a, b, c) + λ

)
.

Par conséquent min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) = −5−
√
65.

3.206 1) Puisque pour tout (x, y, z) ∈ R
3 :

f(x, y, z) = 9(x− 2)2 + 36 (y − 1)2 + 4(z − 3)2 + 10 ,

on peut écrire min
(x,y,z)∈R3

f(x, y, z) = f(2, 1, 3) = 10.

2) En constatant que (2, 1, z) ∈ E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x − y ≤ α
} ⇐⇒ α ≥ 1,

il nous faut étudier les deux cas suivants :

• α ≥ 1. Alors, min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) = f(2, 1, 3) = 10.

• α < 1. Dans ce cas, le problème revient à trouver le minimum de la fonction
g : R

2 → R définie par g(x, y) = 9(x−2)2+36 (y−1)2+10 sous la condition
x − y ≤ α. Posons F =

{
(x, y) ∈ R

2 : x − y ≤ α
}
. Pour commencer,

montrons l’existence de ce minimum. Puisque F1 = F ∩B
(
(2, 1), 2(1− α)

)
est compact et g continue, il existe (a, b) ∈ F1 pour lequel on a

g(a, b) = min
(x,y)∈F1

g(x, y) .

Ainsi, en constatant que g(a, b) ≤ g(1+α, 1) = 9(1−α)2+10 car (1+α, 1) ∈
F1 tandis que pour tout (x, y) ∈ F \F1 : g(x, y) > 36 (1−α)2+10, on peut
écrire

g(a, b) = min
(x,y)∈F

g(x, y) .
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A présent, calculons ce minimum. Puisque ∇g(a, b) �= (0, 0), on a (a, b) ∈
∂F =

{
(x, y) ∈ R

2 : h(x, y) = x − y − α = 0
}
. Ainsi, ∇h(a, b) �= (0, 0), on

sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ pour lequel
∇(g + λh)(a, b) = (0, 0). D’où{

18 (a− 2) + λ = 0
72 (b− 1)− λ = 0

⇒ (a− 2) = −4(b− 1) ;

ce qui donne, car a− b = α, que a =
6 + 4α

5
et b =

6− α

5
.

En conclusion,

min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) = f

(
6 + 4α

5
,
6− α

5
, 3

)
= min

(x,y)∈F
g(x, y) =

36
5
(1−α)2+10.

3) En remarquant que z2 − 8z + 16 = 0 est équivalent à z = 4, le problème
proposé revient donc à trouver les extrema de la fonction u : R

2 → R définie par
u(x, y) = 9(x−2)2+36 (y−1)2+14 sous la condition v(x, y) = x2+4y2−32 = 0.
Posons

D =
{
(x, y) ∈ R

2 : v(x, y) = 0
}
.

Puisque la fonction u est continue sur l’ellipse D qui est compacte, elle atteint
ces extrema. Désignons par (r, s) un de ces points. Ainsi, comme ∇v(r, s) �=
(0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire β de
sorte que ∇(u + βv)(r, s) = (0, 0). D’où{

2(9 + β)r − 36 = 0
8(9 + β)s− 72 = 0

⇒ r = 2s ;

ce qui entrâıne, v(r, s) = 0, que s2 = 4 et u(−4,−2) = 662 et u(4, 2) = 86.
En conclusion,

min
(x,y)∈D

f(x, y, 4) = f(4, 2, 4) = min
(x,y)∈D

u(x, y) = 86 ,

max
(x,y)∈D

f(x, y, 4) = f(−4,−2, 4) = max
(x,y)∈D

u(x, y) = 662 .

3.207 Posons g1(x, y, z) = x+ y + z − 1, g2(x, y, z) = xy − 1 et

E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g1(x, y, z) = g2(x, y, z) = 0
}

et montrons que la restriction de la fonction f à E atteint son minimum. En
effet, puisque E1 = E ∩ B

(
(0, 0, 0), 2

)
est compact et f continue, il existe au

moins un élément (a, b, c) de E1 pour lequel on a

f(a, b, c) = min
(x,y,z)∈E1

f(x, y, z) .

Ainsi, en constatant et f(a, b, c) ≤ f(1, 1,−1) = 3 car (1, 1,−1) ∈ E1 tandis
que pour tout (x, y, z) ∈ E \ E1 : f(x, y, z) > 4, on peut écrire

f(a, b, c) = min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) .
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A présent, calculons ce minimum. Puisque la matrice des conditions( ∇g1(a, b, c)
∇g2(a, b, c)

)
=

(
1 1 1
b a 0

)
est de rang 2 car ab �= 0, on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe
deux scalaires λ1 et λ2 de sorte que ∇(f +λ1g1+λ2g2)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

2a+ λ1 + λ2b = 0
2b+ λ1 + λ2a = 0
2c+ λ1 = 0 ;

ce qui entrâıne, en soustrayant la première égalité à la seconde, que
(a− b)(2−λ2) = 0. Montrons que a = b. Pour cela, raisonnons par l’absurde et
supposons que a a �= b. Alors, λ2 = 2 et (2a+λ1+λ2b)+(2c+λ1) = 2+2λ1 = 0
ou encore λ1 = −1. Par conséquent, en utilisant la dernière égalité ainsi que
la première condition, on aurait a + b = 1

2 . Puisque ab = 1, cette égalité est
impossible, car sinon a et b seraient les racines du binôme t2 − 1

2 t + 1 = 0
que l’on sait ne pas en avoir. D’où contradiction. Ainsi, puisque a = b, on
obtient, en utilisant les deux conditions, que a2 = 1 et c = 1 − 2a. Par consé-
quent (a, b, c) = (−1,−1, 3) ou (1, 1,−1) ; ce qui nous permet de conclure,
f(−1,−1, 3) = 11 > f(1, 1,−1) = 3, que

min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) = 3 .

3.208 Posons g1(x, y, z) = x2 + y2 + 2z2 − 4, g2(x, y, z) = xyz − 1 et

E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g1(x, y, z) = g2(x, y, z) = 0
}
.

Puisque E est compact et que la fonction f est continue, la restriction de f à
E atteint ses extrema. Désignons par (a, b, c) un de ces points et montrons que
la matrice des conditions( ∇g1(a, b, c)

∇g2(a, b, c)

)
=

(
2a 2b 4c
bc ac ab

)
est de rang 2. Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons que le rang de
cette matrice est différent de 2. Alors, puisque abc �= 0, on aurait a2 = b2 = 2c2 ;
ce qui impliquerait, en utilisant les deux conditions, que 3a2 = 4 et a6 = 2.
Or un tel résultat est impossible. D’où contradiction. On peut donc utiliser le
théorème de Lagrange, qui dit qu’il existe deux scalaires λ1 et λ2 de sorte que
∇(f + λ1g1 + λ2g2)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

2(1 + λ1)a+ λ2bc = 0
2(1 + λ1)b + λ2ac = 0
2(1 + 2λ1)c+ λ2ab = 0 .

En remarquant que λ1 �= −1 (car sinon on aurait l’absurdité suivante :
abc �= 0 ⇒ λ2 = 0 ⇒ c = 0) et en multipliant la première égalité par a et
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la seconde par b, on obtient que a2 = b2 ; ce qui donne, en utilisant cette fois
la première condition, que c2 = 2 − a2. Finalement, en utilisant la deuxième
condition, on a

a6 − 2a4 + 1 = 0 ⇐⇒ a2 = 1 ou
1 +

√
5

2
.

Alors,

1) a2 = 1 ⇒ b2 = c2 = 1 et f(a, b, c) = 3.

2) a2 = 1+
√

5
2 ⇒ b2 = 1+

√
5

2 , c2 = 3−√
5

2 et f(a, b, c) = 5+
√

5
2 .

En conclusion, min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) = 3 et max
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) =
5 +

√
5

2
.

z

√
2

2

x

y

3.209 Posons g1(x, y, z) = (x− 4) + 2(y − 2) + 3(z − 3) ,
g2(x, y, z) = (x− 4)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 − 1

et
E =

{
(x, y, z) ∈ R

3 : g1(x, y, z) = g2(x, y, z) = 0
}
.

Puisque E est compact et que la fonction f est continue, la restriction de f à
E atteint ses extrema sur cet ensemble. Désignons par (a, b, c) un de ces points
et montrons que la matrice des conditions(

∇g1(a, b, c)
∇g2(a, b, c)

)
=

(
1 2 3

2(a− 4) 2(b− 2) 2(c− 3)

)
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est de rang 2. Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons que le rang
de cette matrice est différent de 2. Alors, on aurait (b − 2) = 2(a − 4) et
(c−3) = 3(a−4) ; ce qui impliquerait, en utilisant les deux conditions, −1 = 0.
Une telle égalité est impossible. D’où contradiction. On peut donc utiliser le
théorème de Lagrange, qui dit qu’il existe deux scalaires λ1 et λ2 de sorte que
∇(f + λ1g1 + λ2g2)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

1 + λ1 + 2λ2(a− 4) = 0
1 + 2λ1 + 2λ2(b − 2) = 0
1 + 3λ1 + 2λ2(c− 3) = 0

⇒


λ1 + 2λ2

(−(a− 4) + (b− 2)
)
= 0

λ1 + 2λ2

(−(b− 2) + (c− 3)
)
= 0

(λ1, λ2) �= (0, 0)

⇒ det

(
1 2

(−(a− 4) + (b − 2)
)

1 2
(−(b− 2) + (c− 3)

) )
= 0 ⇒ (a− 4)− 2(b− 2) + (c− 3) = 0 .

Par conséquent
(a− 4)− 2(b− 2) + (c− 3) = 0
(a− 4) + 2(b− 2) + 3(c− 3) = 0
(a− 4)2 + (b − 2)2 + (c− 3)2 = 1

⇒


a = 4− 4√

21
, b = 2− 1√

21
, c = 3 +

2√
21

ou

a = 4 +
4√
21

, b = 2 +
1√
21

, c = 3− 2√
21

.

Ainsi, puisque

f

(
4− 4√

21
, 2− 1√

21
, 3 +

2√
21

)
= 9− 3√

21
,

f

(
4 +

4√
21

, 2 +
1√
21

, 3− 2√
21

)
= 9 +

3√
21

,

on peut conclure que

min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) = 9− 3√
21

et max
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) = 9 +
3√
21

.

3.210 Pour commencer, remarquons que les deux conditions données
x2 + y2 + z2 < 1 et 1 − 2 sin(x2 + y2 + z2 = 0) sont équivalentes à l’unique
condition g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − π

6 = 0. Puisque

E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g(x, y, z) = 0
}

est compact et f continue, la restriction de f à E atteint ses extrema. Désignons
par (a, b, c) un de ces points. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b, c) �= (0, 0), on
sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que
∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

bc+ 2λa = 0
ac+ 2λb = 0
ab+ 2λc = 0

⇒ λa2 = λb2 = λc2 .
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1) λ = 0. Alors, f(a, b, c) = 0.

2) λ �= 0. Alors, a2 = b2 = c2 ; ce qui entrâıne, puisque g(a, b, c) = 0, que
a2 = π

18 .

En conclusion, min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) = − π

54

√
π

2
et max

(x,y,z)∈E
f(x, y, z) =

π

54

√
π

2
.

3.211 Montrons que les valeurs extrêmes cherchées sont −∞ et +∞. En effet,
pour y = 0, l’équation de la surface devient le binôme du second degré en x :
2x2+4xz+(z2−35) = 0, dont les deux solutions, pour chaque z ∈ R fixé, sont

x =
−2z ±√

2z2 + 70
2

.

Remarque : Si on utilise, sans vérifier que les extrema existent, le théorème de
Lagrange, on obtient que les valeurs extrêmes de z sur la surface proposée sont
−5 et 5 !
3.212 Posons g1(x, y, z) = x2 + y2 − 1, g2(x, y, z) = y + z − 1 et

E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g1(x, y, z) = g2(x, y, z) = 0
}
.

Puisque E est une ellipse centrée en (0, 0, 1) donc un compact et f une fonction
continue, la restriction de f à E atteint ses extrema sur cet ensemble. Désignons
par (a, b, c) un de ces points. Puisque la matrice des conditions( ∇g1(a, b, c)

∇g2(a, b, c)

)
=

(
2a 2b 0
0 1 1

)
est de rang 2 car a2 + b2 �= 0, on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il
existe deux scalaires λ1 et λ2 de sorte que ∇(f+λ1g1+λ2g2)(a, b, c) = (0, 0, 0).
D’où 

α+ 2λ1a = 0
2 + 2λ1b+ λ2 = 0
1 + λ2 = 0

⇒
{

α+ 2λ1a = 0
1 + 2λ1b = 0 .

1) α = 0. Alors, (a, b, c) = (0,−1, 2) ou (0, 1, 0) et

f(0,−1, 2) = −1 et f(0, 1, 0) = 1 .

2) α �= 0. Alors, a = bα. Par conséquent

(a, b, c) =
(
− α√

1 + α2
,− 1√

1 + α2
, 1 +

1√
1 + α2

)
ou

(
α√

1 + α2
,

1√
1 + α2

, 1− 1√
1 + α2

)
et

f

(
− α√

1 + α2
, − 1√

1 + α2
, 1 +

1√
1 + α2

)
= −

√
1 + α2 ,

f

(
α√

1 + α2
,

1√
1 + α2

, 1− 1√
1 + α2

)
=

√
1 + α2 .
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En conclusion,

min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) = −
√
1 + α2 et max

(x,y,z)∈E
f(x, y, z) =

√
1 + α2 .

3.213 En posant r = x, s = y
x , u = z

y , v =
16
z , g(r, s, u, v) = rsuv − 16 et

E =
{
(r, s, u, v) ∈ R

4 : r, s, u, v > 0 , g(r, s, u, v) = 0
}

et en constatant que

xyz

(1 + x)(x + y)(y + z)(z + 16)
=

1
(1 + r)(1 + s)(1 + u)(1 + v)

,

le problème proposé revient à trouver l’inverse du minimum de la fonction
f : E → R définie par f(r, s, u, v) = (1+ r)(1 + s)(1 + u)(1 + v). Montrons que
ce minimum existe. Pour cela, posons

D =
{
(r, s, u, v) ∈ R

4 : 0 ≤ r, s, u, v ≤ 200
}
.

La fonction f étant continue sur le compact E ∩D, il existe (a, b, c, d) ∈ E ∩D
pour lequel on a

f(a, b, c, d) = min
(r,s,u,v)∈E∩D

f(x, y, z) .

Ainsi, en constatant que f(a, b, c, d) ≤ f(1, 1, 1, 16) = 136 car (1, 1, 1, 16) ∈
E ∩ D tandis que pour tout (r, s, u, v) ∈ E \ D : f(r, s, u, v) ≥ 201, on peut
écrire

f(a, b, c, d) = min
(r,s,u,v)∈E

f(r, s, u, v) .

A présent, calculons ce minimum. Puisque ∇g(a, b, c, d) �= (0, 0, 0, 0), on sait,
d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que
∇(f + λg)(a, b, c, d) = (0, 0, 0, 0). D’où

(1 + b)(1 + c)(1 + d) + λbcd = 0
(1 + a)(1 + c)(1 + d) + λacd = 0
(1 + a)(1 + b)(1 + d) + λabd = 0
(1 + a)(1 + b)(1 + c) + λabc = 0 ;

ce qui entrâıne que

a(1 + b)(1 + c)(1 + d) = b(1 + a)(1 + c)(1 + d) = c(1 + a)(1 + b)(1 + d)
= d(1 + a)(1 + b)(1 + c)

ou encore a = b = c = d.
Par conséquent, puisque g(a, b, c, d) = 0 et a, b, c, d > 0, on a a = b = c = d = 2
et f(a, b, c, d) = 81. En conclusion,

max
x,y,z>0

xyz

(1 + x)(x+ y)(y + z)(z + 16)
=

1
min

(r,s,u,v)∈E
f(r, s, u, v)

=
1
81

.
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3.214 Soit αx + βy + σ = 0 l’équation de la droite et P = (p1, p2) le point.
On sait, de la géométrie élémentaire, que la distance minimale d’un point à une
droite est la longueur de PQ où Q = (a, b) est le pied de la perpendiculaire
abaissée de P à la droite. Autrement dit, ce problème revient à trouver le
minimum de la fonction f : R

2 → R définie par f(g, x) = (x− p1)2 + (y − p2)2

sous la condition g(g, x) = αx+βy+σ = 0. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �=
(0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de
sorte ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0). D’où

{
2(a− p1) + αλ = 0
2(b− p2) + βλ = 0

⇒


αλ

2
= −(a− p1)

βλ

2
= −(b− p2)

⇒


αa = −α2λ

2
+ p1α

βb = −β2λ

2
+ p2β

⇒ −σ = −λ

2
(α2 + β2) + (αp1 + βp2) ⇒ λ

2
=

αp1 + βp2 + σ

α2 + β2
.

Finalement, (a− p1)2 + (b − p2)2 = (α2 + β2)
(
λ

2

)2

=
(αp1 + βp2 + σ)2

α2 + β2
.

Par conséquent, la distance minimale d’un point à une droite est donnée par∣∣αp1 + βp2 + σ
∣∣√

α2 + β2
.

3.215 Soient αx + βy + γz + σ = 0 l’équation du plan et P = (p1, p2, p3) le
point. On sait, de la géométrie élémentaire, que la distance minimale d’un point
à un plan est la longueur de PQ où Q = (a, b, c) est le pied de la perpendiculaire
abaissée de P au plan. Autrement dit, ce problème revient à trouver le minimum
de la fonction f : R

3 → R définie par

f(x, y) = (x− p1)2 + (y − p2)2 + (z − p3)2

sous la condition g(x, y, z) = αx + βy + γz + σ = 0. Ainsi, en constatant que
∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un
scalaire λ de sorte ∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où


2(a− p1) + αλ = 0
2(b− p2) + βλ = 0
2(c− p3) + γλ = 0

⇒



αλ

2
= −(a− p1)

βλ

2
= −(b− p2)

γλ

2
= −(c− p3)

⇒



αa = −α2λ

2
+ p1α

βb = −β2λ

2
+ p2β

γc = −γ2λ

2
+ p3γ

⇒ −σ = −λ

2
(
α2 + β2 + γ2

)
+ (αp1 + βp2 + γp3)

⇒ λ

2
=

αp1 + βp2 + γp3 + σ

α2 + β2 + γ2
.

Finalement,

(a−p1)2+(b−p2)2+(c−p3)2 =
(
α2+β2+γ2

)(λ

2

)2

=
(αp1 + βp2 + γp3 + σ)2

α2 + β2 + γ2
.
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Par conséquent, la distance minimale d’un point à une droite est donnée par∣∣αp1 + βp2 + γp3 + σ
∣∣√

α2 + β2 + γ2
.

3.216 L’ellipse E =
{
(x, y) ∈ R

2 : g(x, y) = 2x2 + xy + 2y2 − 1 = 0
}
étant

centrée à l’origine, ses axes sont sur deux droites perpendiculaires qui se coupent
à l’origine. De plus, chacune de ces deux droites contient deux des sommets de
l’ellipse. Or les sommets d’une ellipse sont ses points dont la distance à son
centre est extrémale. Autrement dit, le problème proposé revient à trouver les
deux droites sur lesquelles se trouvent les points où la fonction f : R

2 → R

définie par f(x, y) = x2 + y2 atteint ses extrema sous la condition g(x, y) = 0.
Désignons par (a, b) un de ces points. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (0, 0),
on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que
∇(f + λg)(a, b) = (0, 0). D’où{

2(1 + 2λ)a+ λb = 0
λa+ 2(1 + 2λ)b = 0 ;

ce qui entrâıne, puisque (a, b) �= (0, 0), que

det
(

2(1 + 2λ) λ
λ 2(1 + 2λ)

)
= (2 + 3λ)(2 + 5λ) = 0 .

Ainsi, en remplaçant λ par − 2
5 dans la première égalité ci-dessus, on obtient

que la première bissectrice y = x est l’un des axes et, par conséquent, l’autre
axe est la seconde bissectrice y = −x.

y

y = x

x

y = −x
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3.217 Posons g1(x, y, z) = x2 + y2 − 4 et g2(x, y, z) = x+ y + 2z − 2.
L’ellipse E =

{
(x, y, z) ∈ R

3 : g1(x, y, z) = g2(x, y, z) = 0
}
étant centrée

en (0, 0, 1), ses axes sont sur deux droites perpendiculaires qui se coupent en
(0, 0, 1). De plus, chacune de ces deux droites contient deux des sommets de
l’ellipse. Or les sommets d’une ellipse sont ses points dont la distance à son
centre est extrémale. Autrement dit, le problème proposé revient à trouver les
deux droites sur lesquelles se trouvent les points où la fonction f : R

3 → R

définie par f(x, y, z) = x2 + y2 + (z − 1)2 atteint ses extrema sous les de
conditions g1(x, y, z) = g2(x, y, z) = 0. Désignons par (a, b, c) un de ces points.
Puisque la matrice des conditions( ∇g1(a, b, c)

∇g2(a, b, c)

)
=

(
2a 2b 0
1 1 2

)
est de rang 2 car a2 + b2 �= 0, on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il
existe deux scalaires λ1 et λ2 de sorte que ∇

(
f+λ1g1+λ2g2

)
(a, b, c) = (0, 0, 0).

D’où 
2(1 + λ1)a+ λ2 = 0
2(1 + λ1)b+ λ2 = 0
2(c− 1) + 2λ2 = 0

⇒ (1 + λ1)(a− b) = 0 .

1) λ1 = −1. Alors, λ2 = 0 et (a, b, c) =
(
−
√
2,
√
2, 1

)
ou

(√
2,−

√
2, 1

)
.

2) λ1 �= −1. Alors, a = b et

(a, b, c) =
(
−
√
2,−

√
2, 1 +

√
2
)
ou

(√
2,
√
2, 1−

√
2
)
.

z

x

y

z

x

y

1

2
2

Par conséquent les deux axes de l’ellipse E sont sur les deux droites perpendi-
culaires

{
(t,−t, 1) ∈ R

3 : t ∈ R
}
et

{
(t, t, 1− t) ∈ R

3 : t ∈ R
}
.
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3.218 Posons g(x, y, z) = 4x2 + 9y2 + 6z2 + 4yz − 4.

L’ellipsöıde E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g(x, y, z) = 0
}
étant centrée à l’origine,

ses axes sont sur trois droites perpendiculaires qui se coupent en (0, 0, 0). De
plus, chacune de ces trois droites contient deux des sommets de l’ellipsöıde. Or
les sommets d’un ellipsöıde sont ses points dont la distance à son centre est
extrémale (localement pour l’axe moyen). Autrement dit, le problème proposé
revient à trouver les trois droites sur lesquelles se trouvent les points où la
fonction f : R

3 → R définie par f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 atteint ses extrema
locaux sous la condition g(x, y, z) = 0. Désignons par (a, b, c) un de ces points.
Puisque ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il
existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

2(1 + 4λ)a = 0
2(1 + 9λ)b+ 4λc = 0
4λb+ 2(1 + 6λ)c = 0 .

1) λ = − 1
4 . Alors, b = c = 0 et (a, b, c) = ±(1, 0, 0).

2) λ �= − 1
4 . Alors, a = 0 et, puisque (a, b, c) �= (0, 0, 0),

det
(

2(1 + 9λ) 4λ
4λ 2(1 + 6λ)

)
= 4(50λ2 + 15λ+ 1) = 0

⇐⇒ λ = − 1
10

ou − 1
5
.

• λ = − 1
10 . Alors, b = 2c et (a, b, c) = ±

(
0,

4√
50

,
2√
50

)
.

• λ = − 1
5 . Alors, c = −2b et (a, b, c) = ±

(
0, −2

5
,
4
5

)
.

Par conséquent les trois axes de l’ellipsöıde E sont sur les trois droites perpen-
diculaires l’axe Ox,

{
(0, 2t, t) ∈ R

3 : t ∈ R
}
et

{
(0, t,−2t) ∈ R

3 : t ∈ R
}
.

3.219 Posons g(x, y) = x2 + 8xy + 7y2 − 225 et soit f : R
2 → R la fonction

définie par f(x, y) = x2 + y2. Ce problème revient à trouver le minimum de
de f sur E =

{
(a, b, c) ∈ R

2 : g(x, y) = 0
}
et d’en prendre la racine carrée.

Pour commencer, montrons qu’un tel minimum existe. Pour cela, posons D ={
(x, y) ∈ R

2 : −16 ≤ x, y ≤ 16
}
. Puisque f est continue sur le compact

E1 = E ∩D, il existe (a, b) ∈ E1 pour lequel on a

f(a, b) = min
(x,y)∈E1

f(x, y) .

Ainsi, en constatant f(a, b) ≤ f(15, 0) = 225 car (15, 0) ∈ E1 tandis que pour
tout (x, y) ∈ E \D : f(x, y) > 256, on peut écrire

f(a, b) = min
(x,y)∈E

f(x, y) .
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A présent, calculons ce minimum. Puisque ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le
théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f +λg)(a, b) �=
(0, 0). D’où {

2(1 + λ)a+ 8λb = 0
8λa+ 2(1 + 7λ)b = 0 ;

ce qui entrâıne, puisque (a, b) �= (0, 0), que

det
(

2(1 + λ) 8λ
8λ 2(1 + 7λ)

)
= 4(−9λ2 + 8λ+ 1) = 0 ⇐⇒ λ = −1

9
ou 1 .

1) λ = − 1
9 . Alors, b = 2a ; ce qui entrâıne, puisque g(a, 2a) = 0, que a2 = 5.

2) λ = 1. Alors, a = −2b ; ce qui est impossible car g(−2b, b) < 0.

En conclusion, f(a, b) = 25. Par conséquent la plus courte distance de l’origine
à l’hyperbole donnée est 5.

3.220 Posons g(x, y) = 2x2+xy+2y2−1 et E =
{
(x, y) ∈ R

2 : g(x, y) = 0
}
.

Le problème proposé revient à trouver le minimum de la fonction f : R
2 → R

définie par f(x, y) = 10−y sous la condition g(x, y) = 0. Un tel minimum existe
car la fonction f est continue sur le compact E. Désignons (a, b) un des points
de E où il est atteint. Puisque ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème de
Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0). D’où{

λ(4a+ b) = 0
−1 + λ(a+ 4b) = 0

⇒ b = −4a .

Ainsi, de g(a,−4a) = 0, on déduit que 30 a2 = 1.

Par conséquent la distance minimale cherchée est 10− 4√
30

.

3.221 Posons g(x, y, z) = 2x2 + y2 + 2z2 − 8.

Le problème proposé revient à trouver le minimum de la fonction f : R
2 → R

définie par f(x, y) = 10 − x − y − z sous la condition g(x, y, z) = 0. Un tel
minimum existe car la fonction f est continue sur le compact E. Désignons
(a, b, c) un des points de E où il est atteint. Puisque ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on
sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que
∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

−1 + 4λa = 0
−1 + 2λb = 0
−1 + 4λc = 0

⇒ a =
b

2
= c .

Ainsi, de g(a, 2a, a) = 0, on déduit que a2 = 1.

Par conséquent la distance minimale � cherchée est
6√
3
.
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z

10

8

10

y10

x

3.222 Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R → R

définie par f(t) = t2 − t + 1. Ainsi, puisque f ′(t) = 2t − 1, son minimum est
atteint en 1

2 .

Par conséquent, la distance minimale cherchée est
3

4
√
2
.

3.223 Soit x et y la longueur respective de chacune des cathètes du triangle
rectangle. Posons E =

{
(x, y) ∈ R

2 : x, y > 0, g(x, y) = xy − 2A = 0
}
et

f : R
2 → R la fonction définie par f(x, y) = x2 + y2. Ce problème revient à

trouver le minimum de la fonction f sur E. Pour commencer, montrons qu’un
tel minimum existe. Pour cela, posons D = [0, 2A+ 1]× [0, 2A+ 1]. Puisque f
est continue sur le compact E1 = E ∩D, il existe (a, b) ∈ E1 pour lequel on a

f(a, b) = min
(x,y)∈E1

f(x, y) .

Ainsi, en constatant que f(a, b) ≤ f(2A, 1) = 4A2+1 < (2A+1)2 car (2A, 1) ∈
E1 tandis que pour tout (x, y) ∈ E \D : f(x, y) > (2A+ 1)2, on peut écrire

f(a, b) = min
(x,y)∈E

f(x, y) .

A présent, calculons ce minimum. Puisque ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le
théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f +λg)(a, b) �=
(0, 0). D’où {

2a+ λb = 0
λa+ 2b = 0

⇒ (2 + λ)(a + b) = 0 ;

ce qui entrâıne, puisque a, b > 0, que λ = −2 ou encore a = b.
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Par conséquent le triangle rectangle cherché n’est autre que le triangle rectangle
isocèle dont la longueur de chaque cathète est

√
2A.

3.224 Soient x, y et z la longueur respective de chacun des trois côtés du
triangle. Posons

E =
{
(x, y, z) ∈ R

2 : x, y, z > 0, g(x, y, z) = x+ y + z − 2p = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le maximum de la fonction f : R
3 → R définie par

f(x, y, z) = p(p−x)(p−y)(p−z) sur E. Pour commencer, montrons l’existence
de ce maximum. Pour cela, posons

E1 =
{
(x, y, z) ∈ R

2 : x, y, z ≥ 0 , g(x, y, z) = x+ y + z − 2p = 0
}
.

Sur le compact E1, la fonction continue f atteint son maximum. Désignons par
(a, b, c) un des points de E1 où il est atteint et montrons que abc �= 0. En effet,
raisonnons par l’absurde et supposons que abc = 0. Pour simplifier l’écriture,
on va faire les hypothèses supplémentaires que a = 0 et 0 ≤ b ≤ c. D’une part,
en constatant que

(
2p
3 , 2p

3 , 2p
3

) ∈ E1 et f
(

2p
3 , 2p

3 , 2p
3

)
> 0, on a f(a, b, c) > 0.

D’autre part, comme b+c = 2p, on doit avoir 0 ≤ b < p < c ; ce qui entrâıne que
f(a, b, c) = p2(p−b)(p−c) < 0. D’où contradiction. Autrement dit, (a, b, c) ∈ E.
Ainsi, en constatant que ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait, d’après le théorème de
Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0).
D’où 

−p(p− b)(p− c) + λ = 0
−p(p− a)(p− c) + λ = 0
−p(p− a)(p− b) + λ = 0

⇒ a = b = c .

Par conséquent le triangle cherché n’est autre que le triangle équilatéral dont
la longueur de chaque côté est 2p

3 .

3.225 Soient α, β et γ la longueur respective de chacun des trois côtés du
triangle. Posons

E =
{
(x, y, z) ∈ R

2 : x, y, z > 0, g(x, y, z) = αx+ βy + γz − 2A = 0
}
.

γ

β

α

z y

x
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Ce problème revient à trouver le maximum de la fonction f : R
3 → R définie

par f(x, y, z) = xyz sur E où x, y et z sont les distances du point P à chacun des
trois côtés du triangle. Pour commencer, montrons l’existence de ce maximum.
Pour cela, posons

E1 =
{
(x, y, z) ∈ R

2 : x, y, z ≥ 0, g(x, y, z) = αx+ βy + γz − 2A = 0
}
.

Sur le compact E1, la fonction continue f atteint son maximum. Désignons par
(a, b, c) un des points de E1 où il est atteint. De plus, abc �= 0. En effet, comme(

2A
3α , 2A

3β , 2A
3γ

) ∈ E1 et f
(

2A
3α , 2A

3β , 2A
3γ

)
> 0, on a f(a, b, c) = abc > 0. Autrement

dit, (a, b, c) ∈ E.

Ainsi, en constatant que ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait, d’après le théorème de
Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0).
D’où 

bc+ λα = 0
ac+ λβ = 0
ab+ λγ = 0

⇒ aα = bβ = cγ .

Finalement, comme g(a, b, c) = 0, on a P =
(
2A
3α

,
2A
3β

,
2A
3γ

)
.

3.226 Posons E =
{
(x, y) ∈ R

2 : g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R
2 → R définie par

f(x, y) = 8− 2x− y sous la condition g(x, y) = 0. Un tel minimum existe car f
est continue et E compact. Désignons par (a, b) un des éléments de E où il est
atteint. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (a, b), on sait, d’après le théorème
de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0).
D’où {

−2 + 2λa = 0
−1 + 2λb = 0

⇒ a = 2b .

Par conséquent, puisque g(a, b) = 0, le minimum de la fonction f sur E est
atteint au point P =

(
2√
5
, 1√

5

)
. Le point Q cherché est donc l’intersection de

la droite d’équation y = −2x+ 8 avec celle qui lui est perpendiculaire passant
par le point P , à savoir y = x

2 .

D’où c =
16
5
.

3.227 Posons E =
{
(x, y) ∈ R

2 : g(x, y) = (x− 4)2 + 4(y − 2)2 − 4 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R
2 → R définie

par f(x, y) = x+ y sous la condition g(x, y) = 0. Un tel minimum existe car f
est continue et E compact. Désignons par (a, b) un des éléments de E où il est
atteint. Ainsi, en constatant que ∇g(a, b) �= (a, b), on sait , d’après le théorème
de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0).
D’où {

1 + 2(a− 4)λ = 0
1 + 8(b− 2)λ = 0

⇒ a− 4 = 4(b− 2) .
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Par conséquent, puisque g(a, b) = 0, la somme minimale cherchée est

f

(
4
(
1− 1√

5

)
, 2− 1√

5

)
= 6−

√
5 .

3.228 Posons E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g(x, y, z) = x + y + z − 1 = 0
}
et

f : R
3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) = (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 + (x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2 .

Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f sous la condition
g(x, y, z) = 0. Pour commencer, montrons qu’un tel minimum existe. Pour cela,
posons E1 = E ∩ B

(
(1, 1, 1), 6

)
. Puisque f est continue sur le compact E1, il

existe (a, b, c) ∈ E1 pour lequel on a

f(a, b, c) = min
(x,y,z)∈E1

f(x, y, z) .

Ainsi, en constatant que f(a, b, c) ≤ f(1, 0, 0) = 28 car (1, 0, 0) ∈ E1 tandis que
pour tout (x, y, z) ∈ E \B

(
(1, 1, 1), 6

)
: f(x, y, z) > 36, on peut écrire

f(a, b, c) = min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) .

A présent, trouvons (a, b, c). Puisque ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait, d’après le
théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que∇(f+λg)(a, b, c) �=
(0, 0, 0). D’où

2(a− 1) + 2(a− 2) + λ = 0
2(b− 1) + 2(b− 3) + λ = 0
2(c− 1) + 2(c− 4) + λ = 0

⇒ 2a− 3 = 2b− 4 = 2c− 5 .

Finalement, puisque g(a, b, c) = 0, le point du plan cherché est
(
−1
6
,
1
3
,
5
6

)
.

3.229 Posons E =
{
(x, y) ∈ R

2 : g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R
2 → R définie

par f(x, y) = x2 + (x − 5)2 + y2 + (y − 4)2 sous la condition g(x, y) = 0.
Un tel minimum existe car f est continue et E compact. Désignons par (a, b)
un des éléments de E où il est atteint. Ainsi, puisque ∇g(a, b) �= (a, b), on
sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que
∇(f + λg)(a, b) = (0, 0). D’où{

2(2 + λ)a− 10 = 0
2(2 + λ)b − 8 = 0

⇒ b =
4
5
a .

Par conséquent, puisque g(a, b) = 0, le point cherché est
(

5√
41

,
4√
41

)
.
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3.230 Posons E =
{
(x, y) ∈ R

2 : g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R
2 → R définie

par f(x, y) = x + 6 + 4−x−y√
2

sous la condition g(x, y) = 0. Un tel minimum
existe car f est continue et E compact. Désignons par (a, b) un des éléments de
E où il est atteint. Ainsi, puisque ∇g(a, b) �= (a, b), on sait, d’après le théorème
de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0).
D’où 

(
1− 1√

2

)
+ 2λa = 0

− 1√
2
+ 2λb = 0

⇒ a =
(
1−

√
2
)
b.

Par conséquent, puisque g(a, b) = 0, le point cherché est 1−√
2√

2
(
2−√

2
) , 1√

2
(
2−√

2
)
 .

3.231 Posons E =
{
(x, y) ∈ R

2 : g(x, y) = x2 + y2 − 25 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le maximum de la fonction f : R
2 → R définie par

f(x, y) = (x−3)2+(y−4)2+29 sous la condition g(x, y) = 0. Un tel maximum
existe car f est continue et E compact. Désignons par (a, b) un des éléments de
E où il est atteint. Ainsi, puisque ∇g(a, b) �= (0, 0), on sait, d’après le théorème
de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0).
D’où {

2(1 + λ)a− 6 = 0
2(1 + λ)b − 8 = 0

⇒ b =
4
3
a .

Par conséquent, puisque g(a, b) = 0, on a a2 = 3. Finalement, en remarquant
que f(3, 4) < f(−3,−4), le point cherché est (−3,−4).
3.232 Posons E =

{
(x, y, z) ∈ R

3 : g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le maximum de la fonction f : R
2 → R définie

par f(x, y, z) = 5−x−y−z√
3

+ x2 + y2 + (z − 8)2 sous la condition g(x, y, z) = 0.
Un tel maximum existe car f est continue et E compact. Désignons par (a, b, c)
un des éléments de E où il est atteint. Ainsi, puisque ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on
sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que
∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

2(1 + λ)a− 1√
3
= 0

2(1 + λ)b − 1√
3
= 0

2(1 + λ)c − 1√
3
− 16 = 0 ;

⇒ a = b et c =
(
1 + 16

√
3
)
a .

Par conséquent, puisque g(a, b, c) = 0, le point cherché est(
1√

771 + 32
√
3
,

1√
771 + 32

√
3
,

1 + 16
√
3√

771 + 32
√
3

)
.
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3.233 Posons g1(x, y, z) = 2x2 + y2 + 5z2 − 1, g2(x, y, z) = 2x2 + 3y2 − z et

E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g1(x, y, z) = g2(x, y, z) = 0
}
.

Ce problème revient à trouver les valeurs extrémales que la fonction f : R
2 → R

définie par f(x, y, z) = x2+y2+z2 atteint sur E. Ces valeurs extrémales existent
car f est continue et E compact. Désignons par (a, b, c) un des éléments de E
où une de ces valeurs est atteinte. Ainsi, puisque la matrice des conditions( ∇g1(a, b, c)

∇g2(a, b, c)

)
=

(
4a 2b 10 c
4a 6b −1

)
est de rang 2 car a2 + b2 �= 0, on sait qu’il existe, d’après le théorème de
Lagrange, deux scalaires λ1 et λ2 de sorte que ∇(f + λ1g1 + λ2g2)(a, b, c) =
(0, 0, 0). D’où 

2(1 + 2λ1 + 2λ2)a = 0
2(1 + λ1 + 3λ2)b = 0
2(1 + 5λ1)c− λ2 = 0 .

1) ab �= 0. Alors,{
2λ1 + 2λ2 = −1
λ1 + 3λ2 = −1 ⇒ λ1 = λ2 = −1

4
et c =

λ2

2(1 + 5λ1)
=

1
2
;

ce qui est impossible car g1

(
a, b, 1

2

)
= 2a2 + b2 + 1

4 �= 0. Ce cas est donc à
exclure.

2) a = 0. Alors, c = 3b2 et 15 c2 + c− 3 = 0 ou encore c = 3b2 =
−1 +√

181
30

.

3) b = 0. Alors, c = 2a2 et 5c2 + c− 1 = 0 ou encore c = 2a2 =
−1 +√

21
10

.

En conclusion, la distance maximale est obtenue pour les deux points0,±
√

−1 +√
181

90
,
−1 +√

181
30


tandis que la distance minimale est obtenue pour les deux points±

√
−1 +√

21
20

, 0,
−1 +√

21
10

 .

3.234 Rappel : La plus courte distance d’un point P de l’espace R
3 à une

droite passant par le point A et parallèle au vecteur v est donnée par∥∥AP × v
∥∥

‖v‖ .
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Posons E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R
2 → R définie

par f(x, y, z) = 2(x− 2)2 + (y+ z − 4)2 sous la condition g(x, y, z) = 0. Un tel
minimum existe car f est continue et E compact. Désignons par (a, b, c) un de
ces points. Ainsi, puisque ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait, d’après le théorème de
Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0).
D’où 

2(2 + λ)a − 8 = 0
2(b+ c− 4) + 2λb = 0
2(b+ c− 4) + 2λc = 0

⇒ λ(b − c) = 0 .

1) λ = 0. Alors, a = 2 et g(2, b, c) = b2 + c2 + 1 �= 0 ; ce qui est impossible.
Ce cas est donc à exclure.

2) λ �= 0. Alors, a = b = c.

Par conséquent, puisque g(a, a, a) = 0, la distance minimale cherchée est√
f(1, 1, 1)

2
=

√
3 .

3.235 Rappel : La plus courte distance d’un point P de l’espace R
3 à une

droite passant par le point A et parallèle au vecteur v est donnée par∥∥AP × v
∥∥

‖v‖ .

Posons E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g(x, y, z) = x2 + 4y2 + 4z2 − 1 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R
3 → R définie par

f(x, y, z) = (y− 1)2+(z− 1)2 sous la condition g(x, y, z) = 0. Un tel minimum
existe car f est continue et E compact. Désignons par (a, b, c) un de ces points.
Ainsi, puisque ∇g(a, b, c) �= 0, on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il
existe un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0). D’où

2λa = 0
2(1 + 4λ)b− 2 = 0
2(1 + 4λ)c− 2 = 0 .

1) λ = 0. Alors, b = c = 1 et g(a, 1, 1) = a2 + 7 �= 0 ; ce qui est impossible.
Ce cas est donc à exclure.

2) λ �= 0. Alors, a = 0 et b = c.

Par conséquent, puisque g(0, b, b) = 0, la distance minimale cherchée est√
f

(
0,

1
2
√
2
,

1
2
√
2

)
=

√
9
4
−
√
2.
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3.236 Posons E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x, y, z > 0, g(x, y, z) = xyz − 1728 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R
3 → R définie par

f(x, y, z) = x + y + z sur E. Pour commencer, montrons qu’un tel minimum
existe. Pour cela, posons D = [0, 1731] × [0, 1731] × [0, 1731]. Puisque f est
continue sur le compact E1 = E ∩D, il existe (a, b, c) ∈ E1 pour lequel on a

f(a, b, c) = min
(x,y,z)∈E1

f(x, y, z) .

Ainsi, en constatant que f(a, b, c) ≤ (1, 1, 1 728) = 1 730 car (1, 1, 1 728) ∈ E1

tandis que pour tout (x, y, z) ∈ E \D : f(x, y, z) > 1 731, on peut écrire

f(a, b, c) = min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) .

A présent, trouvons (a, b, c). Puisque ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait, d’après le
théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que∇(f+λg)(a, b, c) �=
(0, 0, 0). D’où 

1 + λbc = 0
1 + λac = 0
1 + λab = 0

⇒ a = b = c .

Enfin, puisque g(a, b, c) = 0, les trois nombres cherchés sont a = b = c = 12.
3.237 Posons

E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g1(x, y, z) = x+y+z−15 = 0 , g2(x, y, z) = xy−36 = 0
}
.

Ce problème revient à trouver le minimum de la fonction f : R
3 → R définie par

f(x, y, z) = x2+ y2+ z2 sur E. Pour commencer, montrons qu’un tel minimum
existe. Pour cela, posons E1 = E ∩B

(
(0, 0, 0), 9

)
. Puisque f est continue sur le

compact E1, il existe au moins un élément (a, b, c) de E1 pour lequel

f(a, b, c) = min
(x,y,z)∈E1

f(x, y, z) .

Ainsi,en constatant que f(a, b, c) ≤ f(6, 6, 3) = 81 car (6, 6, 3) ∈ E1 tandis que
pour tout (x, y, z) ∈ E \B

(
(0, 0, 0), 9

)
: f(x, y, z) > 81, on peut écrire :

f(a, b, c) = min
(x,y,z)∈E

f(x, y) .

A présent, trouvons (a, b, c). Puisque ∇g(a, b, c) �= (0, 0, 0), on sait, d’après
le théorème de Lagrange, qu’il existe deux scalaires λ1 et λ2 de sorte que
∇(

f + λ1g1 + λ2g2

)
(a, b, c) �= (0, 0, 0). D’où
2a+ λ1 + λ2b = 0
2b+ λ1 + λ2a = 0
2c+ λ1 = 0

⇒ (2− λ2)(a− b) = 0 .

1) λ2 = 2. Alors, a+b = c ; ce qui donne, puisque a+b+c = 15, que a+b = 15
2 .

Comme de plus ab = 36, les deux nombres a et b sont les racines du binôme
t2 − 15

2 t+ 36 = 0 qui n’en admet aucune. Ce cas est donc à exclure.

2) λ2 �= 2. Alors, a = b ; ce nous permet d’écrire, puisque ab = 36, que a2 = 36.

Par conséquent les trois nombres cherchés sont a = b = 6 et c = 3 .
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3.238 Posons E =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0
}

et f : R
3 → R la fonction définie par f(x, y, z) = x2y2z2. Puisque f est

continue et que E est compact, la restriction de f à E atteint son maximum.
Désignons par (a, b, c) un de ces points. Ainsi, puisque ∇g(a, b, c) �= 0, on
sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que
∇(f + λg)(a, b, c) = (0, 0, 0) et l’on peut écrire, car abc �= 0, que

2ab2c2 + 2λa = 0
2a2bc2 + 2λb = 0
2a2b2c+ 2λc = 0

⇒ a2 = b2 = c2 .

Par conséquent a2 =
1
3
et max

(x,y,z)∈E
f(x, y, z) =

1
27

.

Considérons à présent trois nombres x, y et z quelconques. Si x = y = z = 0,
l’inégalité est évidente. On va donc supposer que x2 + y2 + z2 �= 0. Alors, en
utilisant le résultat précédent, on peut écrire(

x√
x2 + y2 + z2

)2 (
y√

x2 + y2 + z2

)2 (
z√

x2 + y2 + z2

)2

≤ 1
27

ou encore |xyz| ≤
(
x2 + y2 + z2

3

)3
2

.

3.239 1) Posons g(x1, . . . , xn) = 1−
n∑

k=1

x2
k.

La fonction f étant continue sur le compact ∂B(0, 1), un tel maximum existe.
Désignons par a = (a1, . . . , an) un des points de ∂B(0, 1) où il est atteint. Ainsi,
puisque ∇g(a) �= 0, on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe un
scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a) = 0 ; ce qui entrâıne que pour tout entier
1 ≤ m ≤ n :

n∏
k=1

a2
k − λa2

m = 0 .

Par conséquent, pour tout couple d’entiers 1 ≤ p, q ≤ n : λa2
p = λa2

q .

• λ = 0. Alors, f(a) = 0.

• λ �= 0. Alors, pour tout couple d’entiers 1 ≤ p, q ≤ n : a2
p = a2

q ; ce qui nous
permet d’écrire, puisque g(a) = 0, que pour tout entier 1 ≤ k ≤ n : a2

k =
1
n .

D’où f(a) = 1
nn .

En conclusion, le maximum cherché est
1
nn

.

2) On va supposer que ‖x‖ �= 0 car sinon le résultat est évident. Ainsi, en
utilisant le résultat précédent, on a

n∏
k=1

(
xk
‖x‖

)2

≤ 1
nn

⇒
∣∣∣∣∣

n∏
k=1

xk

∣∣∣∣∣ ≤
(‖x‖√

n

)n

.
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3.240 Posons

E =
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n : g(x1, . . . , xn) = 1−
n∑

k=1

αkxk = 0
}

et montrons que le minimum cherché existe. En effet, par hypothèse, il existe
un entier 1 ≤ p ≤ n tel que αp �= 0 et posons E1 = E ∩ B

(
0, 1

αp

)
. Puisque f

est continue sur le compact E1, il existe a = (a1, . . . , an) ∈ E1 pour lequel on a

f(a) = min
x∈E1

f(x) .

Ainsi, en constatant que

f(a) ≤ f

(
b =

(
0, . . . , xp =

1
αp

, 0, . . . , 0
))

=
1
α2
p

car b ∈ E1 tandis que pour tout x ∈ E \B
(
0, 1

αp

)
: f(x) > 1

α2
p
, on peut écrire

f(a) = min
x∈E

f(x) .

Ainsi, puisque ∇g(a) �= 0, on sait, d’après le théorème de Lagrange, qu’il existe
un scalaire λ de sorte que ∇(f + λg)(a) = 0 ; ce qui entrâıne que pour tout
entier 1 ≤ k ≤ n : 2ak − λαk = 0. D’où

0 =
n∑

k=1

(2ak − λαk)αk = 2
n∑

k=1

αkak − λ

n∑
k=1

α2
k = 2− λ

n∑
k=1

α2
k

ou encore λ =
2

n∑
k=1

α2
k

.

Par conséquent, pour tout entier 1 ≤ k ≤ n : ak =
αk
n∑

k=1

α2
k

.

Finalement le minimum cherché est
n∑

k=1

a2
k =

1
n∑

k=1

α2
k

.

3.241 Puisque pour la fonction g les hypothèses du théorème des fonctions
implicites sont vérifiées, on sait qu’il existe localement une unique fonction
continue φ : ]a− δ, a+ δ[ → R telle que φ(a) = b et pour tout |x − a| < δ :
g
(
x, φ(x)

)
= 0. De plus, φ ∈ C1. Ainsi, pour tout |x− a| < δ :

∂g

∂x

(
x, φ(x)

)
+

∂g

∂y

(
x, φ(x)

)
φ′(x) = 0

ou encore en posant x = a :

∂g

∂x
(a, b) +

∂g

∂y
(a, b)φ′(a) = 0 .
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Considérons à présent la fonction auxiliaire h : ]a− δ, a+ δ[ → R définie par
h(x) = f

(
x, φ(x)

)
. Alors, pour tout |x− a| < δ :

h′(x) =
∂f

∂x

(
x, φ(x)

)
+

∂f

∂y

(
x, φ(x)

)
φ′(x) .

Comme de plus h admet un extremun local en a,

h′(a) =
∂f

∂x
(a, b) +

∂f

∂y
(a, b)φ′(a) = 0 .

Ainsi, puisque ∂f
∂y (a, b) + λ∂g

∂y (a, b) = 0, on a

0 =
(
∂f

∂x
(a, b) +

∂f

∂y
(a, b)φ′(a)

)
+ λ

(
∂g

∂x
(a, b) +

∂g

∂y
(a, b)φ′(a)

)
=

(
∂f

∂x
(a, b) + λ

∂g

∂x
(a, b)

)
+

(
∂f

∂y
(a, b) + λ

∂g

∂y
(a, b)

)
φ′(a)

=
∂f

∂x
(a, b) + λ

∂g

∂x
(a, b) .

Par conséquent ∇(f + λg)(a, b) = (0, 0).

3.242 Puisque pour la fonction f est continue sur les deux compacts B(a, δ)
et ∂B(a, δ), les deux nombres

M = max
x∈B(a,δ)

f(x) et M1 = max
x∈∂B(a,δ)

f(x)

existent.

Montrons à présent que M = M1. Pour cela, raisonnons par l’absurde et suppo-
sons que M −M1 > 0. Alors, il existe c ∈ B(a, δ) pour lequel f(c) = M et soit
g : B(a, δ) → R la fonction auxiliaire définie par g(x) = f(x)+ M−M1

4δ2 ‖x− c‖2.
Puisque cette fonction est continue, il existe c1 ∈ B(a, δ) tel que

g(c1) = max
x∈B(a,δ)

g(x) .

Ainsi, en constatant que g(c1) ≥ g(c) = f(c) = M et que pour tout x ∈
∂B(a, δ) :

g(x) ≤ f(x) +
M −M1

4δ2

(‖x− a‖ + ‖a− c‖)2
< M ,

on a c1 ∈ B(a, δ). Comme de plus la fonction est de classe C2 sur B(a, δ) et
qu’elle atteint son maximum en c1, on peut écrire, grâce à l’exercice 3.169, que
pour tout couple (u, v) ∈ R

2 : ru2+2suv+tv2 ≤ 0 où r = ∂2g
∂x2 (c1), s = ∂2g

∂x∂y (c1)

et t = ∂2g
∂y2 (c1) De cette inégalité, on obtient pour u = v = 1 : r + 2s + t ≤ 0
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et pour u = −v = 1 : r − 2s + t ≤ 0 ; ce qui donne, en les additionnant, que
r + t ≤ 0. Finalement, puisque

r =
∂2f

∂x2
(c1) +

M −M1

2δ2
et t =

∂2f

∂y2
(c1) +

M −M1

2δ2
,

on a

∆f(c1) = (r + t)− M −M1

δ2
< 0 ;

ce qui est impossible car f est harmonique dans B(a, δ) et c1 ∈ B(a, δ). D’où
contradiction. On a ainsi démontré que la fonction f atteint son maximum sur
∂B(a, δ). Pour démontrer que f atteint aussi son minimum sur ∂B(a, δ), il
suffit d’appliquer le résultat obtenu ci-dessus à la fonction −f .

3.243 Posons h = f−g. Alors, la fonction h est continue sur B(a, δ) et harmo-
nique sur B(a, δ), ce qui nous permet d’affirmer, d’après l’exercice précédent,
qu’elle atteint son maximum et son minimum sur ∂B(a, δ) ; ce qui entrâıne, h
étant nulle sur ∂B(a, δ), qu’elle est nulle sur B(a, δ). D’où f = g sur B(a, δ).

3.244 Puisque f est continue etE compact, il existe deux éléments (a1, b1, c1),
(a2, b2, c2) de E de sorte que

f(a1, b1, c1) = min
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) et f(a2, b2, c2) = max
(x,y,z)∈E

f(x, y, z) .

Pour commencer calculons a1, b1 et c1. D’une part, puisque pour tout y ∈ R :

∂f(a1, y, c1)
∂y

< 0 ,

la fonction f(a1, · , c1) : R → R est strictement décroissante ; ce qui nous permet
d’affirmer que b1 = 3. D’autre part, puisque pour tout (x, z) ∈ R

2 :

∂f(x, 3, z)
∂x

= 4 �= 0 ,

la fonction f(·, 3, ·) : R
2→ R n’admet pas de point stationnaire ; ce qui entrâıne

que a2
1 + c21 = 1. Ainsi, en constatant que (2a1, 2c1) �= (0, 0), on sait, d’après le

théorème de Lagrange, qu’il existe un scalaire λ de sorte que{
4 + 2λa1 = 0
1 + 2λc1 = 0

⇒ a1 = 4c1 .

D’où (a1, b1) = ±
(

4√
17

,
1√
17

)
.

Finalement, puisque pour tout x, z ∈ R :

∂f

∂x

(
4√
17

, 3, z
)
= 4 > 0 et

∂f

∂z

(
x, 3,− 1√

17

)
= 1 > 0 ,
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les deux fonctions f
(

4√
17

, 3, · ) , f( · , 3,− 1√
17
) : R → R sont strictement crois-

santes ; ce qui nous permet d’écrire

f

(
− 4√

17
, 3,− 1√

17

)
< f

(
4√
17

, 3,− 1√
17

)
< f

(
4√
17

, 3,
1√
17

)
.

Par conséquent

a1 = − 4√
17

et c1 = − 1√
17

.

De façon analogue, on démontre que

a2 =
4√
17

, b2 = 0 et c2 =
1√
17

.

3.245 Puisque E est borné, E est compact (ex. 1.33). Par conséquent, f étant
continue, il existe deux éléments b et c de E pour lesquels

f(b) = min
x∈E

f(x) et f(c) = max
x∈E

f(x) .

1) Si f(b) = f(c), la fonction est constante ; ce qui implique que pour tout
x ∈ E : ∇f(x) = 0.

2) Si f(b) �= f(c), on a, puisque f est constante sur ∂E, que b ou c appartient
à E ; ce qui entrâıne que ∇f(b) ou ∇f(c) est nul.

3.246 Soit a = (a1, . . . , an) ∈ E. Alors, en utilisant le théorème des accrois-
sements finis, on sait qu’il existe un nombre δ > 0 (choisi de manière que
B(a, 2δ) ⊂ E) tel qu’à chaque élément x = (x1, . . . , xn) de B(a, δ), on peut
associer θx ∈ ]0, 1[ de sorte que

f(x) = f(a) +
n∑

k=1

∂f

∂xk

(
a+ θx(x − a)

)
(xk − ak) ;

ce qui entrâıne, puisque∇f
(
a+θx(x − a)

)
= 0, que la fonction f est localement

constante. Comme de plus E est connexe, on sait, d’après l’exercice 2.74, que
la fonction f est constante sur tout E.



Solutions des exercices du chapitre 4

Intégrales multiples

4.1

∫∫
D

y
e2x+y2

1 + ex
dx dy =

∫ 1

0

(
ex

)2

1 + ex
dx

∫ 2

0

y ey
2
dy =

∫ e

1

t

1 + t
dt

∫ 2

0

y ey
2
dy

=
(
t− ln(1 + t)

)∣∣e
1

(
ey

2

2

)∣∣∣∣∣
2

0

=
1
2

(
e− 1− ln

1 + e

2

)
(e4 − 1) .

4.2

∫∫
D

(x3 + 3x2y + y3) dx dy =
∫ 2

0

dx

∫ 1

0

(x3 + 3x2y + y3) dy

=
∫ 2

0

(
x3 +

3
2
x2 +

1
4

)
dy =

(
x4

4
+

x3

2
+

x

4

)∣∣∣∣2
0

=
17
2

.

4.3

∫∫
D

x sin y

1 + x2
dx dy =

∫ 1

0

x

1 + x2
dx

∫ π
2

0

sin y dy

=
1
2
(
ln(1 + x2)

)∣∣∣∣1
0

(− cos y)
∣∣π2
0 =

ln 2
2

.

4.4

∫∫
D

x sinxy dx dy =
∫ π

0

dx

∫ 1

0

x sinxy dy =
∫ π

0

(1− cosx) dx

= (x− sinx)
∣∣π
0
= π .

4.5

∫∫
D

y

x2 + y2
dx dy =

∫ 2

1

dy

∫ 1

0

y

x2 + y2
dx =

∫ 2

1

Arctg
1
y
dy

= yArctg
1
y

∣∣∣∣2
1

+
∫ 2

1

y

1 + y2
dy = 2Arctg

1
2
− π

4
+

1
2
ln(1 + y2)

∣∣∣∣2
1

= 2Arctg
1
2
− π

4
+

1
2
ln

5
2
.
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4.6

∫∫
D

x cos(x + y) dx dy

=
∫ π

0

dx

∫ x

0

x cos(x + y) dy =
∫ π

0

x(sin 2x− sinx) dx

=
(
−x

2
cos 2x+

sin 2x
4

+ x cos x− sinx

)∣∣∣∣π
0

= −3π
2

.

y

y = x

A
0 x π

B
x

y = x

D

C

4.7

∫∫
D

y2 exy dx dy =
∫ π

0

dy

∫ π

y

y2 exy dx =
∫ π

0

y
(
eπy − ey

2)
dy

=

(
y

π
eπy − eπy

π2
− ey

2

2

)∣∣∣∣∣
π

0

=
(
1
2
− 1

π2

)
eπ

2
+

1
2
+

1
π2

.

y

0

y = x

π x

D
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4.8

∫∫
D

dx dy

(x+ y)3
=

∫ 2

1

dx

∫ 3−x

1

dy

(x+ y)3
= −1

2

∫ 2

1

(
1
9
− 1

(x+ 1)2

)
dx

= −1
2

(
x

9
+

1
(x+ 1)

)∣∣∣∣2
1

=
1
36

.

y

3

2

1

0

D

1 3 x

4.9

∫∫
D

6x2ydx dy =
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

6x2y dy =
1
ln 2

∫ 1

0

(
2 ex ln 3 − ex ln 6

)
dx

=
1
ln 2

(
2
ln 3

ex ln 3 − 1
ln 6

ex ln 6

)∣∣∣∣1
0

=
1
ln 2

(
4
ln 3

− 5
ln 6

)
.

y

y = 1− x

1

y

0 x 1 x

D
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4.10

∫∫
D

x2y2 dx dy

=
∫ 1√

2

1
2

dx

∫ 4x

1
x

x2y2 dy +
∫ 1

1√
2

dx

∫ 2
x

1
x

x2y2 dy +
∫ √

2

1

dx

∫ 2
x

x

x2y2 dy

=
1
3

∫ 1√
2

1
2

(
64 x5 − 1

x

)
dx+

7
3

∫ 1

1√
2

dx

x
+

1
3

∫ √
2

1

(
8
x
− x5

)
dx

=
1
3

(
32
3

x6 − lnx

)∣∣∣∣ 1√
2

1
2

+
7
3
lnx

∣∣∣∣1
1√
2

+
1
3

(
8 lnx− x6

6

)∣∣∣∣
√

2

1

=
7
3
ln 2 .

y

0 1
2

1√
2

1
√
2 x

y = 4x

y = x

xy = 2

xy = 1

D

4.11

∫∫
D

x2y dx dy =
∫ √

2

2√
5

dx

∫ 2x

√
4−x2

x2y dy +
∫ 2

√
2

dx

∫ 4
x

x

x2y dy

=
1
2

∫ √
2

2√
5

(5x4 − 4x2) dx+
1
2

∫ 2

√
2

(16− x4) dx

=
1
2
(
x5 − 4

3
x3

)∣∣∣∣
√

2

2√
5

+
1
2
(
16 x− x5

5
)∣∣∣∣2√

2

= −104
15

√
2 +

32
375

√
5 +

64
5

.

y

2

0 2√
5

√
2 2 x

y = 2x

y = x

xy = 4

D
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4.12

∫∫
D

xy2 dx dy =
∫ 1√

2

0

dy

∫ √
2

√
2−y2

xy2 dx+
∫ 1

1√
2

dy

∫ 1
y

√
2−y2

xy2 dx

=
1
2

∫ 1√
2

0

y4 dy +
1
2

∫ 1

1√
2

(
y2 − 1

)2
dy

=
y5

10

∣∣∣∣
1√
2

0

+
1
2

(
y5

5
− 2

3
y3 + y

)∣∣∣∣1
1√
2

=
1
3

(
4
5
− 1√

2

)
.

y

1

1√
2

0
√
2 x

D
xy = 1

4.13

∫∫
D

∣∣(x− y)(x + y − 2)
∣∣ dx dy

=
∫ 1

0

dx

∫ x

0

(x− y)(2− x− y) dy +
∫ 2

1

dx

∫ 2−x

0

(x− y)(2− x− y) dy

=
∫ 1

0

(
x2 − 2

3
x3

)
dx+

∫ 2

1

(
4x− 4x2 + x3 − (2 − x)2 +

(2− x)3

3

)
dx

=
(
x3

3
− x4

6

)∣∣∣∣1
0

+
(
2x2 − 4

3
x3 +

x4

4
+

(2 − x)3

3
− (2− x)4

12

)∣∣∣∣2
0

=
1
3
.

y

2

0 1 2 x

y = x

D
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4.14

∫∫
D

x sin y dx dy =
∫ 1

0

dx

∫ x

x2
x sin y dy =

∫ 1

0

x(cos x2 − cosx) dx

=
(
sinx2

2
− x sinx− cosx

)∣∣∣∣1
0

= 1− sin 1
2

− cos 1 .

y

1

0

y = x2

y = x

D

1 x

4.15

∫∫
D

(x3 + y3) dx dy

=
∫ 1

1
3√2

dx

∫ 2x2

1
x

(x3 + y3) dy +
∫ 3√2

1

dx

∫ 2
x

x2
(x3 + y3) dy

=
∫ 1

1
3√2

(
2x5 + 4x8 − x2 − 1

4x4

)
dx+

∫ 3√2

1

(
2x2 +

4
x4

− x5 − x8

4

)
dx

=
(
x6

3
+

4
9
x9 − x3

3
+

1
12 x3

)∣∣∣∣1
1
3√2

+
(
2
3
x3 − 4

3x3
− x6

6
− x9

36

)∣∣∣∣
3√2

1

=
37
36

.

y

0

y = 2x2

y = x2

xy = 2D

xy = 1

1
3√2

1 3
√
2 x
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4.16

∫∫
D

dx dy√
xy

=
∫ 1+

√
5

2

1

dx

∫ 8
x

4
x

dy√
xy

+
∫ 2

1+
√

5
2

dx

∫ 8
x

4x−4

dy√
xy

= 4
(√

2− 1
)∫ 1+

√
5

2

1

dx

x
+ 4

∫ 2

1+
√

5
2

(√
2−√

x(x − 1)
x

)
dx

= 4
√
2 ln 2− 4 ln

1 +
√
5

2
− 4

∫ 2

1+
√

5
2

√
x(x− 1)

x
dx

= 4
√
2 ln 2− 4 ln

1 +
√
5

2
− 4

(√
x(x− 1)− ln

(√
x+

√
x− 1

))∣∣∣21+√
5

2

= 4

√
2 ln 2− ln

1 +
√
5

2
−√

2 + ln
(
1 +

√
2
)
+

1− ln

√
1 +

√
5

2
+

√
−1 +√

5
2

 .

y

0 1 1+
√

5
2

2 x

D

4x− y − 4 = 0

xy =

xy =

y

0

π
4

1√
2

D

1 x

Fig. ex. 4.16 Fig. ex. 4.17

4.17

∫∫
D

(x− y) dx dy =
∫ 1

1√
2

dx

∫ √
1−x2

−√
1−x2

(x − y) dy = 2
∫ 1

1√
2

x
√
1− x2 dx

= −2
3
(
1− x2

) 3
2

∣∣∣∣1
1√
2

=
1

3
√
2
.

8

4
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4.18

∫∫
D

xdx dy =
∫ e

1

dx

∫ lnx

x(lnx−1)+1

xdy =
∫ e

1

(x ln x− x2 lnx+ x2 − x) dx

=
(
x2

6
(3− 2x) ln x− 3

4
x2 +

4
9
x3

)∣∣∣∣e
1

=
e3

9
− e2

4
+

11
36

.

y

0 1 e x

D

y = x(lnx− 1) + 1

y = ln x

4.19 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 1 < ρ < 2 , 0 ≤ θ < 2π

}
, on a

∫∫
D

sin(x2 + y2)
2 + cos(x2 + y2)

dx dy =
∫ 2π

0

dθ

∫ 2

1

sin ρ2

2 + cos ρ2
ρ dρ

= −π ln
(
2 + cos ρ2

)∣∣2
1
= π ln

2 + cos 1
2 + cos 4

.

y

D

1 2 x0
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4.20 Puisque D =
{
(2 + ρ cos θ, ρ sin θ) : 1 < ρ < 2 , 0 < θ < π

}
, on a

∫∫
D

cos(x2 + y2 − 4x+ 4) dx dy =
∫ π

0

dθ

∫ 2

1

ρ cos ρ2 dρ

=
π

2
(
sin ρ2

)∣∣∣2
1
=

π

2
(sin 4− sin 1) .

y

0 1 2 3 4 x

D

4.21 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) :

1
sin θ

< ρ < 2 ,
π

6
< θ <

5π
6

}
, on a

∫∫
D

y2

x2 + y2
dx dy =

∫ 5π
6

π
6

dθ

∫ 2

1
sin θ

ρ sin2 θ dρ =
∫ 5π

6

π
6

(
2 sin2 θ − 1

2

)
dθ

=
∫ 5π

6

π
6

(
1
2
− cos 2θ

)
dθ =

1
2
(θ − sin 2θ)

∣∣∣∣ = π

3
+

√
3
2

.

y

1

0

π
6

2 x

D
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4.22 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) :

3
cos θ

< ρ < 6 , |θ| < π

3

}
, on a

∫∫
D

x(
x2 + y2

)2 dx dy = 2
∫ π

3

0

dθ

∫ 6

3
cos θ

cos θ
ρ2

dρ

= 2
∫ π

3

0

(
−cos θ

6
+

cos2 θ

3

)
dθ =

1
3

∫ π
3

0

(− cos θ + 1 + cos 2θ) dθ

=
1
3

(
− sin θ + θ +

sin θ

2

)∣∣∣∣π3
0

= −
√
3

12
+

π

9
.

y

0 3 6 x
D

π
3

4.23 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) :

1
sin θ + cos θ

< ρ < 1 , 0 < θ <
π

2

}
,

on a∫∫
D

dx dy(
x2 + y2

)2 =
∫ π

2

0

dθ

∫ 1

1
sin θ+cos θ

dρ

ρ3
=

1
2

∫ π
2

0

sin 2θ dθ = −1
4
cos 2θ

∣∣∣∣π2
0

=
1
2
.

y

1

0 1 x

D



Intégrales multiples 219

4.24 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) :

1
cos θ

< ρ < 2 cos θ , |θ| < π

4

}
,

on a

∫∫
D

dx dy(
x2 + y2

)2 = 2
∫ π

4

0

dθ

∫ 2 cos θ

1
cos θ

dρ

ρ3
=

∫ π
4

0

(
− 1
4 cos2 θ

+ cos2 θ

)
dθ

= − tg θ
4

+
1
2

(
θ +

sin 2θ
2

)∣∣∣∣π4
0

=
π

8
.

y

0 1 2 x

D

4.25 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 0 < ρ < 2 cos θ , |θ| < π

2

}
, on a

∫∫
D

xy(x2 + y2) dx dy =
∫ π

2

−π
2

dθ

∫ 2 cos θ

0

(ρ5 sin θ cos θ) dρ

=
32
3

∫ π
2

−π
2

cos7 θ sin θ dθ = −4
3
cos8 θ

∣∣∣∣π2
−π

2

= 0 .

y

0 1 2 x

D
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4.26 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 1 < ρ < 2 cos θ , 0 < θ <

π

4

}
, on a

∫∫
D

y2 cos(x2 + y2)
x2

dx dy =
∫ π

4

0

tg2 θ dθ

∫ 2

1

ρ cosρ2 dρ = (tg θ − θ)
∣∣∣π4
0

sin ρ2

2

∣∣∣∣2
1

=
1
2

(
1− π

4

)
(sin 4− sin 1) .

y

0 1 2 x

y = x

D

4.27 Puisque D =
{
(3ρ cos θ, 4ρ sin θ) : 0 < ρ < 1 , 0 < θ < Arctg

3
4

}
, on a

∫∫
D

xdx dy =
∫ Arctg 3

4

0

cos θ dθ

∫ 1

0

36 ρ2 dρ = 12 sin θ
∣∣∣Arctg 3

4

0
=

36
5

.

y

4

12
5

0 3 x

y = x

D
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4.28 Puisque D =
{
(2ρ cos θ, 3ρ sin θ) : 0 < ρ < 1 , 0 < θ <

π

2

}
, on a∫∫

D

x2y4 dx dy

=
∫ π

2

0

dθ

∫ 1

0

(1944 ρ7 cos2 θ sin4 θ) dρ = 243
∫ π

2

0

(cos2 θ sin4 θ) dθ

=
243
32

(
2θ − sin 2θ

2
− sin 4θ

2
+

sin 6θ
6

)∣∣∣∣π2
0

=
243π
32

.

y

3

0 2 x

D

4.29 Puisque

D =
{
(1 + 3ρ cos θ, 1 + 2ρ sin θ) : 0 < ρ < 1 , 0 < θ < Arctg

3
2

}
,

on a∫∫
D

xy dx dy = 6
∫ Arctg 3

2

0

dθ

∫ 1

0

(ρ+ 3ρ2 cos θ + 2ρ2 sin θ + 3ρ3 sin 2θ) dρ

= 6
∫ Arctg 3

2

0

(
1
2
+ cos θ +

2
3
sin θ +

3
4
sin 2θ

)
dθ

= 6
(
θ

2
+ sin θ − 2

3
cos θ − 3

8
cos 2θ

)∣∣∣∣Arctg 3
2

0

= 3Arctg
3
2
+

10√
13

+
185
26

.

y

1

0 x

y = x

D
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4.30 PuisqueD =
{
(2 + 5ρ cos θ, −1 + 3ρ sin θ) : 0 < ρ < 1 , |θ| < Arctg

5
3

}
,

on a

∫∫
D

(x − 2)(y + 1)2 dx dy =
∫ Arctg 5

3

−Arctg 5
3

dθ

∫ 1

0

(675 ρ4 sin2 θ cos θ) dρ

= 135
∫ Arctg 5

3

−Arctg 5
3

sin2 θ cos θ dθ = 45 sin3 θ
∣∣∣Arctg 5

3

−Arctg 5
3

=
11 250
34

√
34

.

y

0 D x

y = x− 3

y = −x+ 1

4.31 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 0 < ρ < 3(1− cos θ) , −π

4
< θ <

3π
4

}
,

on a

∫∫
D

dx dy√
x2 + y2

= 2
∫ 3π

4

−π
4

dθ

∫ 3(1−cos θ)

0

dρ = 3
∫ 3π

4

−π
4

(1− cos θ) dθ = 3(π −
√
2 ) .

y

0−6 x

D

y = −x
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4.32 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 0 < ρ < 2(1 + cos θ) , 0 ≤ θ < 2π

}
,

on a∫∫
D

dx dy

4
√(

x2 + y2
)3

=
∫ 2π

0

dθ

∫ 2(1+cos θ)

0

dρ√
ρ
= 2

∫ 2π

0

√
2(1 + cos θ) dθ

= 4
∫ 2π

0

∣∣∣∣cos θ2
∣∣∣∣ dθ = 4

(∫ π

0

cos
θ

2
dθ −

∫ 2π

π

cos
θ

2
dθ

)
= 16 .

y

2

0 4 x

D

-

4.33 Puisque D =
{
(ρ cos θ, 1 +

√
3ρ sin θ) : 0 < ρ < 1 , 0 < θ <

π

6

}
, on a

∫∫
D

x(y − 1)2dx dy =
∫ π

6

0

dθ

∫ 1

0

(
3
√
3 ρ4 sin2 θ cos θ

)
dρ

=
3
√
3

5

∫ π
6

0

sin2 θ cos θ dθ =
√
3
5

sin3 θ

∣∣∣∣∣
π
6

0

=
√
3

40
.

y

1 +
√
3

1

0 1 x

D

y = x+ 1
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4.34 Puisque D =
{
(2ρ cos θ, ρ sin θ) :

1√
2 sin 2θ

< ρ < 1 ,
π

12
< θ <

5π
12

}
,

on a

∫∫
D

(x2 + 4y2) dx dy =
∫ 5π

12

π
12

dθ

∫ 1

1√
2 sin 2θ

8ρ3 dρ

= 2
∫ 5π

12

π
12

(
1− 1

4 sin2 2θ

)
dθ =

2π
3

+
1
4
cotg 2θ

∣∣∣∣5π12
π
12

=
2π
3

−
√
3
2

.

y

1

0 2 x

y = 1
2x

D

4.35 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 0 < ρ < 1 , 0 < θ <

π

4

}
, on a

∫∫
D

(x2 + y2)Arctg
y

x
dx dy =

∫ π
4

0

θ dθ

∫ 1

0

ρ3 dρ =
π2

128
.

y

1

0 1 x

D

y = x

Fig. ex. 4.35 et Fig. ex. 4.36

4.36 Puisque

D =

{
(ρ cos θ, 3ρ sin θ) : 0 < ρ <

1√
1 + 8 sin2 θ

, 0 < θ < Arctg
1
3

}
,
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on a ∫∫
D

(
x2 +

y2

9

)
sin

(
2Arctg

y

3x

)
dx dy

=
∫ Arctg 1

3

0

dθ

∫ 1√
1+8 sin2 θ

0

(3ρ3 sin 2θ) dρ

=
3
4

∫ Arctg 1
3

0

sin 2θ(
1 + 8 sin2 θ

)2 dθ = − 3
32

1
1 + 8 sin2 θ

∣∣∣∣Arctg 1
3

0

=
1
24

.

4.37 Soit γ :
[
0, π2

] → R la fonction définie par γ(θ) =


√
2

cos θ
si 0 < θ ≤ π

6√
2
3

sin θ
si

π

6
< θ ≤ π

2
et posons D =

{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 0 < ρ < γ(θ) , 0 < θ < π

2

}
. D’où∫∫

D

dx dy√(
1
3
+ x2 + y2

)3

=
∫ π

6

0

dθ

∫ √
2

cos θ

0

ρ√(
1
3
+ ρ2

)3
dρ+

∫ π
2

π
6

dθ

∫ √
2
3

sin θ

0

ρ√(
1
3
+ ρ2

)3
dρ

=
∫ π

6

0

√
3− 1√

1
3
+

2
cos2 θ

 dθ +
∫ π

2

π
6

√
3− 1√

1
3
+

2
3 sin2 θ

 dθ

=
√
3
2

π −
√
3
∫ π

6

0

cos θ√
7− sin2 θ

dθ −
√
3
∫ π

2

π
6

sin θ√
3− cos2 θ

dθ

=
√
3
2

π −√
3 Arcsin

sin θ√
7

∣∣∣∣∣
π
6

0

+
√
3 Arcsin

cos θ√
3

∣∣∣∣π2
π
6

=
π√
3
−√

3Arcsin
1

2
√
7
.

4.38 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 0 < ρ < r cos θ , |θ| < π

2

}
, on a

∫∫
D

√
r2 − x2 − y2 dx dy = 2

∫ π
2

0

dθ

∫ r cos θ

0

√
r2 − ρ2 ρ dρ

=
2r3

3

∫ π
2

0

(1− sin3 θ) dθ =
2r3

3

(
θ + cos θ − cos3 θ

3

)∣∣∣∣
π
2

0

=
r3

9
(3π − 4) .
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y

0 r
2

r x

D

4.39 1) En effet, pour tout r > 0 : B(0, r) ⊂ Dr = ]−r, r[× ]−r, r[ ⊂ B(0, 2r)
et ∫∫

B(0,r)

e−(x2+y2) dx dy ≤
∫∫

Dr

e−(x2+y2) dx dy = 4
(∫ r

0

e−t2 dt

)2

≤
∫∫

B(0,2r)

e−(x2+y2) dx dy .

2) Ainsi, puisque pour tout r > 0 :∫∫
B(0,r)

e−(x2+y2) dx dy =
∫ 2π

0

dθ

∫ r

0

e−ρ2
ρ dρ = π

(
1− e−r2)

et ∫∫
B(0,2r)

e−(x2+y2) dx dy =
∫ 2π

0

dθ

∫ 2r

0

e−ρ2
ρ dρ = π

(
1− e−4r2)

,

on peut écrire
√

π
4

(
1− e−r2

) ≤ ∫ r

0 e−t2 dt ≤
√

π
4

(
1− e−4r2

)
ou encore, par

passage à la limite, ∫ +∞

0

e−t2 dt =
√
π

2
.

4.40

∫∫
D

e
(
x−y
x+y )

dx dy =
1
2

∫ 1

1
2

du

∫ u

−u

e
v
u dv = sh 1

∫ 1

1
2

u du =
3
8
sh 1 .

y

1

1
2

0 1
2

1 x

D
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4.41

∫∫
D

dx dy

(1 + x)(1 + xy2)
= 2

∫ 1

0

du

∫ u

0

dv

(1 + u2)(1 + v2)

= 2
∫ 1

0

Arctg u

1 + u2
du = Arctg2 u

∣∣∣1
0
=

π2

16
.

4.42

∫∫
D

y

x
dx dy =

∫ 1

1
2

u du

∫ 2

1

v dv =
9
16

.

y

0 1
4

1
2

1 2 x

D

y = 2x

y = x

y2 = 2x

y2 = x

4.43 Posons E =
{
(u, v) ∈ R

2 : u2 + v2 < 1 , v > 0
}
. Alors,∫∫

D

ex
2+xy+y2

dx dy =
2√
3

∫∫
E

eu
2+v2

du dv

=
2√
3

∫ π

0

dθ

∫ 1

0

ρ eρ
2
dρ =

π√
3
(e− 1) .

y

−1
1

x

D
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4.44 Posons E = ]0, 1[× ]−1, 0[. Alors,∫∫
E

u2 du dv =
∫∫

D

y2(2 + 2y2 − x)
(2− x)4

dx dy .

D’où
∫∫

D

y2(2 + 2y2 − x)
(2 − x)4

dx dy =
∫ 1

0

u2 du =
1
3
.

y

2

0 1 2 x

D

y = 2− x

y2 = x

y2 = x− 1

4.45 Posons E = ]1, 4[× ]
0, 1√

2

[
. Alors,∫∫

E

v

2u
sinπ(1− v2) du dv =

∫∫
D

y

x3
sinπ

(
1− y2

x2

)
dx dy .

D’où ∫∫
D

y

x3
sinπ

(
1− y2

x2

)
dx dy =

∫ 4

1

du

∫ 1√
2

0

( v

2u
sinπ(1 − v2)

)
dv

=
1
4π

∫ 4

1

du

u
=

ln 2
2π

.

y

0 1
√
2 2 2

√
2 x

D

x2 − y2 = 1

x2 − y2 = 4 y = x√
2



Intégrales multiples 229

4.46 Posons, pour 0 < t < 1 :

Dt = ]t, 1[× ]0, 1[ et Et =
{
(x, t)∈ R

2 : t < µ < 1 , 0 < θ < Arctg
1
µ

}
.

Alors,

∫ 1

t

(∫ 1

0

x2 − y2(
x2 + y2

)2 dy

)
dx =

∫∫
Dt

x2 − y2(
x2 + y2

)2 dx dy =
∫∫

Et

cos 2θ
µ

dµ dθ

=
∫ 1

t

dµ

∫ Arctg 1
µ

0

cos 2θ
µ

dθ =
∫ 1

t

dµ

1 + µ2
=

π

4
−Arctg t .

D’où lim
t→0+

∫ 1

t

(∫ 1

0

x2 − y2(
x2 + y2

)2 dy

)
dx = lim

t→0+

(π

4
−Arctg t

)
=

π

4
.

4.47 Posons D =
{
(x, y) ∈ R

2 : 0 < x < 1 ,
√
x < y < 3

√
x
}
. Alors,

∫ 1

0

dx

∫ 3
√
x

√
x

(1 + y6) dy =
∫∫

D

(1 + y6) dx dy =
∫ 1

0

dy

∫ y2

y3
(1 + y6) dx

=
∫ 1

0

(y2 − y3)(1 + y6) dy =
(
y3

3
− y4

4
+

y9

9
− y10

10

)∣∣∣∣1
0

=
17
180

.

y

0 1 x

D

y =
√
x

y = 3
√
x

y

1

0 1 x

D

y = x2

Fig. ex. 4.47 Fig. ex. 4.48

4.48 Posons D =
{
(x, y) ∈ R

2 : 0 < x < 1 , x2 < y < 1
}
. Alors,

∫ 1

0

dx

∫ 1

x2
xy ey

3
dy =

∫∫
D

xy ey
3
dx dy =

∫ 1

0

dy

∫ √
y

0

xy ey
3
dx

=
1
2

∫ 1

0

y2 ey
3
dy =

ey
3

6

∣∣∣∣∣
1

0

=
e− 1
6

.
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4.49 Posons D =
{
(x, y) ∈ R

2 : x, y > 0 , x2 + y2 < 4
}
. Alors,∫ 2

0

dx

∫ √
1−x2

0

√(
4− y2

)3
dy =

∫∫
D

√(
4− y2

)3
dx dy

=
∫ 2

0

dy

∫ √
4−y2

0

√(
4− y2

)3
dx =

∫ 2

0

(
4− y2

)2
dy

=
(
16 y − 8

3
y3 +

y5

5

)∣∣∣∣2
0

=
256
15

.

y

2

0 x 2 x

D

y =
√
4− x2

4.50 Posons D =
{
(x, y) ∈ R

2 : x, y > 0 , x2 + y2 < 1
}
. Alors,∫ 1

0

dy

∫ √
1−y2

0

y√
1 + x2 + y2

dx =
∫∫

D

y√
1 + x2 + y2

dx dy

=
∫ 1

0

dx

∫ √
1−x2

0

y√
1 + x2 + y2

dy =
∫ 1

0

(√
2−

√
1 + x2

)
dx

=
(√

2 x− x

2

√
1 + x2 − 1

2
ln

(
x+

√
1 + x2

))∣∣∣∣1
0

=
1
2

(√
2− ln

(
1 +

√
2
))

.

y

1

y

0 1 x

D
x =

√
1− y2
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4.51 Posons D =
{
(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 < 1 , 0 < y < x
}
. Alors, en faisant le

changement de variables x = ρ cos θ et y = ρ sin θ avec 0 < ρ < 1 et 0 < θ < π
4 ,

on peut écrire∫ 1√
2

0

dy

∫ √
1−y2

y

ln(1 + x2 + y2) dx =
∫∫

D

ln(1 + x2 + y2) dx dy

=
∫ π

4

0

dθ

∫ 1

0

ln(1 + ρ2)ρ dρ =
π

8

∫ 2

1

ln t dt =
π

8
(2 ln 2− 1) .

y

0 1 x

y = x

D

Fig. ex. 4.51 et Fig. ex. 4.52

4.52 Posons D =
{
(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 < 1 , 0 < y < x
}
. Alors, en faisant le

changement de variables x = ρ cos θ et y = ρ sin θ avec 0 < ρ < 1 et 0 < θ < π
4 ,

on peut écrire∫ 1√
2

0

dy

∫ √
1−y2

y

√
1− x2 dx

=
∫∫

D

√
1− x2 dx dy =

∫ π
4

0

dθ

∫ 1

0

√
1− ρ2 cos2 θ ρ dρ =

1
3

∫ π
4

0

1− sin3 θ

cos2 θ
dθ

=
1
3
tg θ

∣∣∣∣π4
0

− 1
3

∫ π
4

0

1− cos2 θ

cos2 θ
sin θ dθ =

1
3
− 1

3

(
1

cos θ
+ cos θ

)∣∣∣∣π4
0

= 1− 1√
2
.

4.53 Posons D =
{
(x, y) ∈ R

2 : (x−α)2+y2 < α2 , y > 0
}
. Alors, en faisant

le changement de variables x = α + ρ cos θ et y = ρ sin θ avec 0 < ρ < α et
0 < θ < π, on peut écrire∫ 2α

0

dx

∫ √
2αx−x2

0

(x2 + y2) dx dy =
∫∫

D

(x2 + y2) dx dy

=
∫ π

0

dθ

∫ α

0

(α2 + ρ2 + 2αρ cos θ)ρ dρ = α4

∫ π

0

(
3
4
+

2
3
cos θ

)
dθ =

3
4
α4π .
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y

0

D

α 2α x

4.54 Posons D =
{
(x, y) ∈ R

2 : 1 < x2 + y2 < 4 , 0 < y < x
}
. Alors, en

faisant le changement de variables x = ρ cos θ et y = ρ sin θ avec 1 < ρ < 2 et
0 < θ < π

4 , on peut écrire

∫ 1

1√
2

dx

∫ x

√
1−x2

x2 − y2

x2 + y2
dy +

∫ √
2

1

dx

∫ x

0

x2 − y2

x2 + y2
dy

+
∫ 2

√
2

dx

∫ √
4−x2

0

x2 − y2

x2 + y2
dy

=
∫∫

D

x2 − y2

x2 + y2
dx dy =

∫ π
4

0

cos 2θ dθ

∫ 2

1

ρ dρ =
3
4
.

y

0 1 2 x

D

y = x
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4.55 Aire(D) =
∫∫

D

dx dy

= 2
∫ 4

2

dx

∫ √
6x

√
16−x2

dy + 2
∫ 6

4

dx

∫ √
6x

0

dy +
∫ 24

6

dx

∫ √
6x

x−12

dy

= 2
∫ 4

2

(√
6x−

√
16− x2

)
dx + 2

∫ 6

4

√
6xdx+

∫ 24

6

(√
6x− (x− 12)

)
dx

=
(
4
3
x
√
6x− x

√
16− x2 − 16 Arcsin

x

4

)∣∣∣∣4
2

+
4
3
x
√
6x

∣∣∣∣6
4

+
(
2
3
x
√
6x− 1

2
(x− 12)2

)∣∣∣∣24
6

= 162− 16 π
3

− 4√
3
.

y

0 2 4 6 24 x

y = x− 12

y =
√
6x

D

4.56 En faisant le chagement de variable x = t2−4 avec t ≥ 0, on peut écrire

Aire(D) =
∫∫

D

dx dy =
∫ 0

−4

dx

∫ x2√x+4

−x2
√
x+4

dy = 2
∫ 0

−4

x2
√
x+ 4 dx

= 4
∫ 2

0

t2
(
t2 − 4

)2
dt = 4

(
t7

7
− 8

5
t5 +

16
3

t3
)∣∣∣∣2

0

=
212

105
.

y

−4 0 x

D
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4.57 Puisque D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 0 < ρ < 2r(1 + cos θ) , 0 ≤ θ < 2π

}
,

on a

Aire(D) =
∫∫

D

dx dy =
∫ 2π

0

dθ

∫ 2r(1+cos θ)

0

ρ dρ = 2r2

∫ 2π

0

(1 + cos θ)2 dθ

= 2r2

(
3
2
θ + 2 sin θ +

sin 2θ
4

)∣∣∣∣2π
0

= 6πr2 .

y

2r

0 4r x

D

-

4.58 Posons D1 =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) : 0 < ρ < a

√
cos 2θ , 0 < θ <

π

4

}
. Alors,

Aire(D) =
∫∫

D

dx dy = 8
∫∫

D1

dx dy = 8
∫ π

4

0

dθ

∫ a
√

cos 2θ

0

ρ dρ

= 4a2

∫ π
4

0

cos 2θ dθ = 2a2 .

y

a

0−a

−a

a x

D1

y = x
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4.59 Puisque D admet la première bissectrice y = x pour axe de symétrie,
on peut écrire∫∫

D

f(x)
f(x) + f(y)

dx dy =
∫∫

D

f(y)
f(x) + f(y)

dx dy ;

ce qui entrâıne, entre autres, que

Aire(D) =
∫∫

D

dx dy =
∫∫

D

f(x) + f(y)
f(x) + f(y)

dx dy = 2
∫∫

D

f(x)
f(x) + f(y)

dx dy

ou encore
∫∫

D

f(x)
f(x) + f(y)

dx dy =
Aire(D)

2
= 2π.

Par conséquent
∫∫

D

2f(x) + 5f(y)
f(x) + f(y)

dx dy = 14 π.

4.60 Pour commencer, on va supposer que les deux fonctions f et g sont
linéairement dépendantes et que g �= 0 (sinon l’égalité est évidence). Alors, il
existe un nombre réel λ tel que f = λg et l’on a(∫∫

D

f(x, y)g(x, y) dx dy

)2

=
(∫∫

D

λg2(x, y) dx dy

)2

=
(∫∫

D

f2(x, y) dx dy

)(∫∫
D

g2(x, y) dx dy

)
.

Montrons à présent la réciproque. Pour cela, considérons la fonction auxiliaire
F : R → R définie par

F (t) =
∫∫

D

(f + tg)2(x, y) dx dy

= t2
∫∫

D

g2(x, y) dx dy + 2t
∫∫

D

fg(x, y) dx dy +
∫∫

D

f2(x, y) dx dy

et supposons à nouveau pour la même raison que g �= 0. Alors,∫∫
D

g2(x, y)dx dy > 0

et, en posant

α = −

∫∫
D

fg(x, y) dx dy∫∫
D

g2(x, y) dx dy

,

on obtient F (α) = 0 ; ce qui entrâıne que f + αg = 0 ou encore que les deux
fonctions f et g sont linéairement dépendantes.
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4.61 Rappel : ∀ a, b ≥ 0 : ab ≤ ap

p
+

bq

q
(ex. 5.233 vol. 1).

Puisque pour f = 0 ou g = 0 le résultat est évident, on fera l’hypothèse
supplémentaire que f �= 0 et g �= 0. Alors, ID

(|f |p) > 0 et ID
(|g|q) > 0. Ainsi,

puisque pour tout (x, y) ∈ D :

|fg|(x, y)(
ID

(|f |p)) 1
p
(
ID

(|g|q)) 1
q

≤
∣∣f(x, y)∣∣p

p
(
ID

(|f |p)) +
∣∣g(x, y)∣∣q

q
(
ID

(|g|q)) ,

on a ∫∫
D

|fg|(x, y) dx dy(
ID

(|f |p)) 1
p
(
ID

(|g|q)) 1
q

≤

∫∫
D

∣∣f(x, y)∣∣p dx dy

p
(
ID

(|f |p)) +

∫∫
D

∣∣g(x, y)∣∣q dx dy

q
(
ID

(|g|q)) =
1
p
+

1
q
= 1

ou encore
∫∫

D

|fg|(x, y) dx dy ≤ (
ID

(|f |p)) 1
p
(
ID

(|g|q)) 1
q .

4.62 Puisque pour p = 1 ou |f + g| = 0 le résultat est évident on fera les
hypothèses supplémentaires que p > 1 et |f + g| �= 0. Ainsi, en constatant que
pour q = p

p−1 : 1
p +

1
q = 1 et

|f + g|p = |f + g| |f + g|p−1 ≤ |f | |f + g|p−1 + |g| |f + g|p−1

on peut écrire, en utilisant l’inégalité de Hölder (exercice précédent), que

ID
(|f + g|p) ≤ ID

(|f | |f + g|p−1
)
+ ID

(|g| |f + g|p−1
)

≤ (
ID

(|f |p)) 1
p
(
ID

(|f + g|p))p−1
p +

(
ID

(|g|p)) 1
p
(
ID

(|f + g|p))p−1
p

ou encore
(
ID

(|f + g|p)) 1
p ≤ (

ID
(|f |p)) 1

p +
(
ID

(|g|p)) 1
p .

4.63 En effet, en posant E =
{
(x, t) ∈ R

2 : |x| < 1, x − 1 < t < x + 1
}
, on

obtient, puisque la fonction est paire, que∫∫
D

f(x− y) dx dy =
∫ 1

−1

dx

∫ 1

−1

f(x− y) dy =
∫ 1

−1

dx

∫ x+1

x−1

f(t) dt

=
∫∫

E

f(t) dx dt =
∫ 0

−2

dt

∫ 1+t

−1

f(t) dx+
∫ 2

0

dt

∫ 1

t−1

f(t) dx

=
∫ 0

−2

(2 + t)f(t) dt+
∫ 2

0

(2− t)f(t) dt = 2
∫ 2

0

(2− t)f(t) dt .
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t

0
−1

1

2

−2

x

E

t = x+ 1

t = x− 1

4.64 Soit g : R
∗
+ × R

∗
+ → R la fonction définie par

g(r, y) =
∫ y

0

f(r, s)ds .

Alors, pour tout (x, y) ∈ R
∗
+ × R

∗
+ :

∂F

∂x
(x, y) = g(x, y) =

∫ y

0

f(x, s) ds et
∂2F

∂x∂y
(x, y) = f(x, y) .

De même, pour tout (x, y) ∈ R
∗
+ × R

∗
+ :

∂F

∂y
(x, y) =

∫ x

0

∂g

∂y
(r, y) dr =

∫ x

0

f(r, y) dr et
∂2F

∂y∂x
(x, y) = f(x, y) .

4.65 En faisant le changement de variable t = 1+ρ2, on peut écrire que pour
tout k ∈ N

∗ :∫∫
B(0,k)

ln(1 + x2 + y2)(
1 + x2 + y2

)2 dx dy =
∫ 2π

0

dθ

∫ k

0

ln(1 + ρ2)(
1 + ρ2

)2 ρ dρ = π

∫ 1+k2

1

ln t

t2
dt

= −π

(
ln(1 + k2)
1 + k2

+
1

1 + k2
− 1

)
;

ce qui donne, par passage à la limite,∫∫
R2

ln(1 + x2 + y2)(
1 + x2 + y2

)2 dx dy = lim
k→+∞

∫∫
B(0,k)

ln(1 + x2 + y2)(
1 + x2 + y2

)2 dx dy = π .
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4.66 Posons Dk = ]−k, k[ × ]−k, k[ avec k ∈ N
∗. Ainsi, puisque pour tout

k > 0 :∫∫
Dk

dx dy

(1 + x2)(1 + y2)
=

(∫ k

−k

dt

1 + t2

)2

= 4

(∫ k

0

dt

1 + t2

)2

= 4Arctg2 k ,

on obtient, par passage à la limite,∫∫
R2

dx dy

(1 + x2)(1 + y2)
= 4 lim

k→+∞
Arctg2 k = π2 .

4.67 Posons Dk = ]−k, k[ × ]−k, k[ avec k ∈ N
∗. Ainsi, puisque pour tout

k > 0 : ∫∫
Dk

dx dy

(1 + x4)(1 + y4)
=

(∫ k

−k

dt

1 + t4

)2

= 4

(∫ k

0

dt

1 + t4

)2

,

on obtient, par passage à la limite (ex. 6.81 vol. 1),∫∫
R2

dx dy

(1 + x4)(1 + y4)
= lim

k→+∞

∫∫
Dk

dx dy

(1 + x4)(1 + y4)
=

π2

2
.

4.68 Posons Dk = ]−k, k[ × ]−k, k[ avec k ∈ N
∗. Ainsi, puisque pour tout

k > 0 :∫∫
Dk

e−x2

1 + y2
dx dy =

∫ k

−k

dx

∫ k

−k

e−x2

1 + y2
dy = 4Arctg k

∫ k

0

e−x2
dx ,

on obtient, par passage à la limite (ex. 4.39),∫∫
R2

e−x2

1 + y2
dx dy = lim

k→+∞

∫∫
Dk

e−x2

1 + y2
dx dy = π

√
π .

4.69 Puisque pour tout (x, y) ∈ R
2 :

∣∣e−(x2+y2) cos(x2 + y2)
∣∣ ≤ e−(x2+y2) et∫∫

R2
e−(x2+y2) dx dy = lim

k→+∞

∫ 2π

0

dθ

∫ k

0

e−ρ2
ρ dρ = π lim

k→+∞
(
1− e−k2)

= π ,

on a, d’après le critère de comparaison, que∫∫
R2

∣∣e−(x2+y2) cos(x2 + y2)
∣∣ dx dy < +∞ ;
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ce qui nous permet d’écrire, en constatant que pour tout k ∈ N
∗ :∫∫

B(0,k)

e−(x2+y2) cos(x2 + y2) dx dy =
∫ 2π

0

dθ

∫ k

0

e−ρ2
cos ρ2ρ dρ

= π

∫ k2

0

e−t cos t dt =
π

2
e−t(sin t− cos t)

∣∣∣k2

0
=

π

2
(
e−k2

(sin k2 − cos k2) + 1
)

que ∫∫
R2

e−(x2+y2) cos(x2 + y2) dx dy

= lim
k→+∞

∫∫
B(0,k)

e−(x2+y2) cos(x2 + y2) dx dy =
π

2
.

4.70 Soit f : R
2 → ]0,+∞[ la fonction définie par

f(x, y) =
1 + y2

(1 + y4)
(
1 +

(
1 + y2

)2
x2

) .

1) Posons Dk = ]−k, k[× ]−k, k[ avec k ∈ N
∗. Ainsi, puisque pour tout k > 0 :∫∫

Dk

f(x, y)dx dy =
∫ k

−k

dy

∫ k

−k

1 + y2

(1 + y4)
(
1 +

(
1 + y2

)2
x2

) dx

= 2
∫ k

−k

Arctg
(
k(1 + y2)

)
1 + y4

dy < 2π
∫ k

0

dy

1 + y4
< 2π

∫ +∞

0

dy

1 + y4
,

on a
∫∫

R2
f(x, y) dx dy < +∞.

2) Soient α > 0 et gα : R → R la fonction définie par

gα(x) =
1 + α2

1 + x2
.

Alors, pour tout |y| ≤ α et tout x ∈ R : 0 < f(x, y) ≤ gα(x, y) et
∫ +∞

−∞
gα(x) dx

= π(1+α2). Ainsi, les hypothèses de la proposition 4.15 étant vérifiées, on peut
écrire (ex. 6.81 vol. 1)∫∫

R2
f(x, y) dx dy =

∫ +∞

−∞
dy

∫ +∞

−∞
f(x, y) dx

=
∫ +∞

−∞
dy

∫ +∞

−∞

1 + y2

(1 + y4)
(
1 +

(
1 + y2

)2
x2

) dx = 2π
∫ +∞

0

dy

1 + y4

=
π√
2

(
1
2
ln

y2 +
√
2y + 1

y2 −√
2y + 1

+ Arctg
(√

2y − 1
)
+Arctg

(√
2y + 1

))∣∣∣∣∣
+∞

0

=
π2

√
2
.
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4.71

∫∫∫
D

dx dy dz

(x+ y + z + 1)2
=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz

(x+ y + z + 1)2

=
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

(
−1
2
+

1
1 + x+ y

)
dy

=
∫ 1

0

(
x− 1
2

+ ln 2− ln(1 + x)
)

dx

=
(
(x− 1)2

4
+ x(1 + ln 2)− (x + 1) ln(1 + x)

)∣∣∣∣1
0

=
3
4
− ln 2 .

z

1

x

1

x

y

1

y

z = 1− x− y

4.72

∫∫∫
D

(x2 + y2) dx dy dz =
∫ 1

0

dx

∫ x

0

dy

∫ 1−x

0

(x2 + y2) dz

=
∫ 1

0

dx

∫ x

0

(1− x)(x2 + y2) dy =
4
3

∫ 1

0

(1− x)x3 dx =
1
15

.

z

1

x

1

x

y

1

y

z = 1− x

y = x
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4.73 Puisque

D =
{
(ρ sin γ cos θ, ρ sin γ sin θ, ρ cos γ) : 1 < ρ < 2 , 0 ≤ θ < 2π , 0 ≤ γ ≤ π

}
,

on a
∫∫

D

dx dy dz√
x2 + y2 + z2

=
∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

dγ

∫ 2

1

ρ sin γ dρ = 6π.

4.74

∫∫∫
D

dx dy dz√
(x− 2)2 + y2 + z2

=
∫ 1

−1

dx

∫∫
B(0,

√
1−x2)

dy dz√
(x− 2)2 + y2 + z2

=
∫ 1

−1

dx

∫ 2π

0

dθ

∫ √
1−x2

0

ρ√
(x− 2)2 + ρ2

dρ

= 2π
∫ 1

−1

(√
5− 4x+ x− 2

)
dx

= 2π

(
−
√
(5− 4x)3

6
+

x2

2
− 2x

)∣∣∣∣∣
1

−1

=
2π
3

.

4.75

∫∫∫
D

z dx dy dz =
∫∫

B(0,1)

(∫ √
4−x2−y2

0

z dz

)
dx dy

=
1
2

∫∫
B(0,1)

(4− x2 − y2) dx dy =
1
2

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

(4− ρ2)ρ dρ =
7π
4

.

z

2

0 1 ρ

z =
√
4− ρ

±1

±0.5

0

0.5

1

±1

±0.5

0

0.5

1

0

0.5

1

1.5

2
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4.76

∫∫∫
D

z dx dy dz =
∫∫

B(0,2)

(∫ 4−x2−y2

0

z dz

)
dx dy

=
1
2

∫∫
B(0,2)

(
4− x2 − y2

)2
dx dy =

1
2

∫ 2π

0

dθ

∫ 2

0

(
4− ρ2

)2
ρ dρ =

32 π
3

.

y

4

0 2 ρ

z = 4− ρ2

±2

±1

0

1

2

±2

±1

0

1

2

0

1

2

3

4

4.77

∫∫∫
D

√
x2 + y2 dx dy dz =

∫∫
B(0,1)

(∫ 2−x−y

0

√
x2 + y2 dz

)
dx dy

=
∫∫

B(0,1)

(2 − x− y)
√

x2 + y2 dx dy

=
∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

(2− ρ cos θ − ρ sin θ)ρ2 dρ

=
∫ 2π

0

(
2
3
− cos θ + sin θ

4

)
dθ =

4π
3

.

±1

±0.5

0

0.5

1

±1

±0.5

0

0.5

1

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3



Intégrales multiples 243

4.78

∫∫∫
D

z(x2 + y2) dx dy dz =
∫ 3

0

dz

∫∫
B(0,z)

z(x2 + y2) dx dy

=
∫ 3

0

dz

∫ 2π

0

dθ

∫ z

0

zρ3 dρ =
π

2

∫ 3

0

z5dz =
243 π
4

.

z

3

0 ρ

z = ρ

±3

±2

±1

0

1

2

3

±3

±2

±1

0

1

2

3

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

4.79 Puisque

D =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ, z) : 0 < ρ <

√
2 , 0 ≤ θ < 2π ,

ρ2

2
< z <

√
3− ρ2

}
,

z

√
3

1

0
√
2 ρ

z =
√

3− ρ2

z = ρ2

2

±1

±0.5

0

0.5

1

±1

±0.5

0

0.5

1

0

0.5

1

1.5

on a∫∫∫
D

(x+ y + z)2 dx dy dz =
∫ √

2

0

dρ

∫ √
3−ρ2

ρ2

2

dz

∫ 2π

0

(ρ cos θ + ρ sin θ + z)2ρ dθ

= 2π
∫ √

2

0

dρ

∫ √
3−ρ2

ρ2

2

ρ(ρ2 + z2) dz

= 2π
∫ √

2

0

((
ρ+

2
3
ρ3

)√
3− ρ2 − ρ5

2
− ρ7

24

)
dρ

= 2π
(√

(3− ρ2)
(
−9
5
+

ρ2

5
+

2
15

ρ4

)
− ρ6

12
− ρ8

192

)∣∣∣∣
√

2

0

=
2π
5

(
−97
12

+ 9
√
3
)

.
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4.80 Posons

E =
{
(ρ cos θ, ρ sin θ) :

√
2 < ρ < 2

√
2 (cos θ + sin θ) , 0 < θ <

π

2

}
.

Alors∫∫∫
D

dx dy dz

x2 + y2
=

∫∫
E

x+ y

x2 + y2
dx dy =

∫ π
2

0

dθ

∫ 2
√

2 (cos θ+sin θ)

√
2

(cos θ + sin θ) dρ

=
√
2
∫ π

2

0

(
2(cos θ + sin θ)− 1

)
(cos θ + sin θ) dθ = π

√
2 .

y

2
√
2

√
2

0
√
2 2

√
2 x

E

4.81 D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 < r2 , 0 < z < h
}
.

V =
∫∫∫

D

dx dy dz =
∫ h

0

dz

∫∫
B(0,r)

dx dy =
∫ h

0

dz

∫ 2π

0

dθ

∫ r

0

ρdρ = πr2h .

±2

±1

0

1

2

±2

±1

0

1

2

0

1

2

3

4

5
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4.82 V =
∫∫∫

B(0,r)

dx dy dz =
∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

dγ

∫ r

0

ρ2 sin γ dρ =
4
3
πr3 .

4.83 Soit a, b et c trois constantes positives et posons

D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 :
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
< 1

}
.

Alors, en faisant le changement de variable y = b
√
1− x2

a2 sin θ avec |θ| < π
2 ,

on a

V =
∫∫∫

D

dx dy dz =
∫ a

−a

dx

∫ b

√
1−x2

a2

−b

√
1−x2

a2

dy

∫ c

√
1−x2

a2 − y2

b2

−c

√
1−x2

a2 − y2

b2

dz

= 2c
∫ a

−a

dx

∫ b

√
1−x2

a2

−b

√
1−x2

a2

√
1− x2

a2
− y2

b2
dy

= 2bc
∫ a

−a

dx

∫ π
2

−π
2

(
1− x2

a2

)
cos2 θ dθ

= 8bc
∫ a

0

(
1− x2

a2

)
dx

∫ π
2

0

cos2 θ dθ =
4
3
πabc .

2
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1
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Fig. ex. 83 et Fig. ex. 84

4.84 Posons

D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + 4y2 + 9z2 < 36
}

=
{
(6ρ sinγ cos θ, 3ρ sinγ sin θ, 2ρ cos γ) : 0 ≤ ρ < 1, 0 ≤ γ ≤ π, 0 ≤ θ < 2π

}
.

Alors, on a V =
∫∫∫

D

dx dy dz =
∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

dγ

∫ 1

0

36 ρ2 sin γ dγ = 48 π.

4.85 Puisque le domaine commun à ces deux cylindres est

D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 < α2 , x2 + z2 < α2
}
,

on a

V =
∫∫∫

D

dx dy dz =
∫ α

−α

dx

∫ √
α2−x2

−√
α2−x2

dy

∫ √
α2−x2

−√
α2−x2

dz

= 8
∫ α

0

(α2 − x2) dx =
16
3

α3 .
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4.86 V = 2
∫∫

B(0,α)

√
4α2 − x2 − y2 dx dy = 2

∫ 2π

0

dθ

∫ α

0

√
4α2 − ρ2ρ dρ

=
4πα3

3

(
8− 3

√
3
)
.

z

2

0 1 ρ

z =
√
4− ρ
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4.87 V = 2
∫∫

B((1,0),1)

√
4− x2 − y2 dx dy = 2

∫ π
2

−π
2

dθ

∫ 2 cos θ

0

√
4− ρ2ρ dρ

=
32
3

∫ π
2

0

(1 − sin3 θ) dθ =
32
3

(
π

2
−

∫ π
2

0

(1 − cos2 θ) sin θ

)
dθ

=
32
3

(
π

2
−

(
− cos θ +

cos3 θ

3

)∣∣∣∣
π
2

0

)
=

32
3

(
π

2
− 2

3

)
.
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4.88 Puisque le domaine commun au cône et à la sphère est

D =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 < z2 , x2 + y2 + z2 < r2
}

=
{
(ρ sinγ cos θ, ρ sin γ sin θ, ρ cos γ) : 0 < ρ < r,

π

4
< γ <

3π
4

, 0 ≤ θ < 2π
}

,

on a V =
∫∫∫

D

dx dy dz =
∫ 2π

0

dθ

∫ 3π
4

π
4

dγ

∫ r

0

ρ2 sin γ dγ =
2
√
2

3
πr3 .

z

0 r ρ

z = ρ

z =
√

r2 − ρ2
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1

4.89 Puisque

D =
{
(2ρ cos θ, 3ρ sin θ, z) : z < ρ <

√
2z , 0 ≤ θ < 2π , 0 < z < 2

}
,

on a V =
∫∫∫

D

dx dy dz = 6
∫ 2π

0

dθ

∫ 2

0

dz

∫ √
2z

z

ρ dρ = 6π
∫ 2

0

(2z − z2) dz =

8π .
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4.90 Puisque

Tx =
∫∫

B(0,1)

(√
2− x2 − y2 − (x2 + y2)

)
xdx dy

=
∫ 2π

0

cos θ dθ

∫ 1

0

(√
2− ρ2 − ρ2

)
ρ2 dρ = 0 ,

Ty =
∫∫

B(0,1)

(√
2− x2 − y2 − (x2 + y2)

)
y dx dy

=
∫ 2π

0

sin θ dθ

∫ 1

0

(√
2− ρ2 − ρ2

)
ρ2 dρ = 0 ,

Tz =
1
2

∫∫
B(0,1)

(
(2− x2 − y2)− (

x2 + y2
)2
)
dx dy

= π

∫ 1

0

(
(2 − ρ2)− ρ4

)
ρ dρ =

7π
12

et

M = σ

∫∫
B(0,1)

(√
2− x2 − y2 − (x2 + y2)

)
dx dy

= 2πσ
∫ 1

0

(√
2− ρ2 − ρ2

)
ρ dρ =

8
√
2− 7
6

πσ ,

on a xG = yG = 0 et zG =
7

2
(
8
√
2− 7

)
σ
.
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4.91 Soit Pn avec n ≥ 2, la relation définie par Vn(r) = αnr
n. Puisque P2

est vraie, montrons que pour tout n ≥ 2 : Pn ⇒ Pn+1. En effet, en faisant le
changement de variable xn+1 = r sin θ avec 0 ≤ θ ≤ π

2 , on a

Vn+1(r) =
∫

· · ·
∫

Bn+1(0,r)

dx1 · · · dxn+1 =
∫ r

−r

dxn+1

∫
· · ·

∫
Bn(0,

√
r2−x2

n+1)

dx1 · · · dxn

= 2αn

∫ r

0

(
r2 − x2

n+1

)n
2 dxn+1 =

(
2αn

∫ π
2

0

cosn+1 θ dθ

)
rn+1 .

On a ainsi démontré que pour tout entier n ≥ 2, la relation Pn est vraie.
Calculons à présent les αn. Pour cela, posons pour tout entier m ≥ 2 :

βm = 2
∫ π

2

0

cosm θ dθ .

Ainsi, pour tout entier n ≥ 3 : αn = αn−1βn. De plus, on sait que pour tout
entier m ≥ 2 : βm = m−1

m βm−2 (ex. 6.124 vol. 1) ; ce qui implique, β0 = π et

β1 = 2, que pour tout k ∈ N
∗ : βkβk−1 =

2π
k . Par conséquent, pour tout entier

n ≥ 4 : αn = 2π
n αn−2. Finalement, puisque α2 = π et α3 = 4π

3 , on peut écrire

αn =


2π
n

· 2π
n− 2

· . . . · 2π
2

si n est pair

2π
n

· 2π
n− 2

· . . . · 2π
3

· 2 si n est impair.

En particulier V4(2) = 8π2 et V5(3) =
648 π2

5
.
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B
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Boule
– fermée, 5
– ouverte, 3

C
Cardiöıde, 67
Centre de gravité, 68
Chemin, 6
Cône, 68
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– polaires, 59
– sphériques, 63
Courbe, 24
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Cylindre, 68

D
Dérivée
– partielle, 21, 22, 27
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Distance, 20
Domaine de définition, 11

E
Egalité de Pythagore, 2
Ellipsöıde, 68
Equation
– d’onde, 39
– de Bernoulli, 46
Espace vectoriel, 1
Extrémité, 6

F
Facteur intégrant, 33
Fonction, 11
– bornée, 12
– continue, 13
– de Lagrange, 29
– harmonique, 27
– homogène, 26
– localement constante, 20
– uniformément continue, 15
Forme différentielle, 32
– exacte, 32, 44
Formule de Taylor, 28

G
Gradient, 22

I
Image, 11
Inégalité
– de Cauchy-Schwarz, 2, 67
– de Hölder, 67
– de Minkowski, 67
– triangulaire, 1
– triangulaire inverse, 1
Intégrale
– double, 53, 55, 60–62
– multiple, 61, 62
– triple, 61, 62
Intérieur, 3

J
Jacobien, 26

K
k-ième terme, 2

L
Laplacien, 27, 40, 41
Lemniscate, 67
Limite, 2, 12
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Minimum local, 12
Mouvement central, 40
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P
Pavé fermé, 61
Pavés fermés quasi disjoints, 61
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Plan tangent, 24
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– adhérent, 4
– d’accumulation, 8
– frontière, 5
– intérieur, 3
– stationnaire, 28
Polynôme de Taylor d’ordre m, 28
Produit scalaire, 1
Propriété de l’intersection finie, 9

R
Recouvrement régulier, 59, 62
Rectangle fermé, 53, 54, 61
Rectangles fermés quasi disjoints, 55
Relation d’Euler, 26

S
Sous-ensemble

– borné, 5
– compact, 5
– connexe, 6
– connexe par arcs, 6
– fermé, 4
Sous-suite, 3
Sphère, 68
Suite, 2
– bornée, 2
– convergente, 2

– de Cauchy, 3
– divergente, 3
– extraite, 3
Surface, 11
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– d’Euler, 26
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– de Borsuk-Ulam, 14
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– de la valeur intermédiaire, 16
– de Lagrange, 29
– de Schwarz,27
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